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Polynd6me minimal - Théoreme de Cayley-Hamilton

Exercice 3*— 1. Soient k..., E, les vecteurs de la base canoniqueCdePar définition, JE= E,,, J& = E;,
.. JEi=En_1;0onadonc?®; =E, 1, PE, =E,, FE3=E;, ..., JE, = E,_ et, en raisonnant par récurrence,
on vérifie que
Enpii sil<i<p-1
FE =< Ej sii=p
Ei_p sip+1<i<n
pour toutp € {1,...,n}. La traduction matricielle est fort simple P &st la matrice obtenue en séparant les
p— 1 premiéres colonnes de J des p+ 1 derniéres et en permutant ces deux paquets.
Lorsquep = n, les formules précédentes donnélt; 3= E; pour touti € {1,...,n} etdonc 3 =,. La matrice
J est ainsi annulée par le polyndm&-T1 ; comme ce dernier est scindé a racines simples (ce sordiess
n-emes de I'unité), il en est de méme du polyndme minimal ddalregtrice J est donc diagonalisable.
Etant donnés des scalairds A1, ...,An_1 € C tels que la matric@gl, + A1J+ ... + An_1J1 soit nulle,

0= ()\0|n+)\1J+ ... —|—)\n,1f'_1)E1 =AoE1 +A1En+. .. —I—)\n,]_Eg)

et doncAg = Ay = ... = Ap_1 = 0. Cela établit que les matrices J,. .., "~ constituent une famille libre dans
Mn(C).

Soitm; le polynédme minimal de J. D’'une part, ce polynbme est de dagnoinsn car, ainsi qu’on vient
de le voir, il n'existe pas de polyndme non nul et de degré&iefé ou égal a— 1 annulant J; d’autre panty;
divise le polyndme T— 1 puisque ce dernier annule J. Onadome= A (T"—1) avecA € C*, puism;=T"—1
car le polyndme minimal d’'un endomorphisme esitaire (par définition).

Les valeurs propres de J sont les racines du polyndfeIl a savoir les) racinesn-emes de l'unité dans
C:lw?,..., 0" Tavecw = A",

Le vecteur 1) = E; +. ..+ E, est manifestement un vecteur propre pour J associé a la yatgre 1. Plus
généralement, §f est une racin@-éme de l'unité, le vecteur(€) = E; + EEx + E2Ez +... + E"1E, est un
vecteur propre pour J associé a la valeur prdpecar

‘JE(E):J(E1+EE2+52E3—|—...—|—En*lEn) — En+EEl+52E2+...+fnflEn_1
= E(E1+&B+...+&"'Ey) = EE(8).

En désignant pafy, ..., &, lesnracinesn-émes de 'unité dan§, les vecteurs E;), E(&2),..., E(&,) consti-
tuent donc une base d&' diagonalisant J et la matrice de passage correspondante est
1 1 o1
I T
p=| ¢ & - &
.Elnfl 'Eznfl o n—1
o &

2. En vertu du calcul des puissances de J a la question=laf, + axJ+ ... +apJ" L.

Soit P la matrice de passage considérée a la fin de la questidtuidque J= PDP ! avec D=
diag(é1,&2,...,&n) (&1, ..., & sont lesn racinesn-emes de I'unité dang€), J’ = PDPP~! pour tout en-
tier natutrelp et donc

Q) =PQD)P*
pour tout polyndme @ C[T]. La matrice QD) étant diagonale, égale a di&¢&1),...,Q(&n)), la matrice
Q(J) est diagonalisable et ses valeurs propres sont les éwalsate Q en les valeurs propres de J :

SpQW)) ={Q(A), A € Sp(J)}.
Comme A= Q(J) avec Q= a; +a,T +... +a,T"1, cette matrice est diagonalisable et ses valeurs propres

sont les nombres complexas+ ax& + ... +a,é"1, & parcourant 'ensemble des racinegmes de l'unité
dansC.



Le déterminant de A est le produit des valeurs propres caraptéec leur multiplicité, soit
n
detA) = |'!Q(£i).
i=

Exercice 4*— 1. Un endomorphisme de E admet O pour valeur propre si et seulement s{\Kerontient
un vecteur non nul, donc si et seulemeny si'est pas inversible. Comme I'endomorphismeonsidéré est
inversible, O¢ Sp(u).

2. Soit P= det(u— Tidg) le polynéme caractéristique de Les valeurs propres deétant précisément les
racines de P, I'observation faite & la question 1 se traduiffD) # 0 (V.

En vertu du théoréme de Cayley-HamiltoriuP= 0. Ecrivant P sous la formePTQ+- P(0) avec Qc K[T],
ceci conduit a I'identité

uQ(u) 4+ P(0)idg = 0,
soit, comme F0) # O,

uQ(u) = Q(u)u = ide
en posanf) = —%Q. On obtient ainsi—* = Q(u), ce qui prouve que l'inverse des’exprime sous la forme
d'un polynéme enu.

Exercice 5*— 1. Soit Pe K[T] un polyndme premier au polyndme mininmj deu; en vertu du théoréme de
Bézout, il existe des polyndmes &e K[T] tels que RP- Sm, = 1. Substituantia T dans I'identité précédente,
nous obtenons ®)P(u) + S(u)my(u) = idg, donc Ru)P(u) = idg puisquem,(u) = 0, et en concluons que
'endomorphisme Ru) est inversible.

2. Soit réciproqguement B K[T] un polyndme tel que I'endomorphisme(Up soit inversible et soit
0 = pgcdP,my). Ecrivant P etm, sous la forme P= 3P et m, = i, avec I5,rﬁ.J € KIT], on ob-
serve tout dabord que [linversibilité de(#® implique celle de I'endomorphismé(u) (puisqu’alors
S(WP(U)P(u)~t = P(u)P(u)~15(u) = idg), puis que lidentité 5(u)rfi,(u) = my(u) = O et linversibilité
de d(u) entrainenim;(u) = 0.

Commem, est le polyébme minimal da, m, doit alors diviser le polynéme annulatemy,. D’autre part,m;
divisem, par définition ; on a donm, = Arfi, avecA € K*. Le polyndmed est ainsi une constante non nulle,
ce qui signifie précisément que les polynbmes Bgtont premiers entre eux.

Exercice 6— Quel que soit le sous-espace vectouditable F de E, la restriction dea F définit un endomor-
phismeur de F et Rug) = P(u)r pour tout polyndme R K|[T].

Appliquant cette observation au polynéme mininmglde u, nous obtenonsy(ug) = my(u);r = 0; m, est
donc un polyndme annulateur dg et c’est par conséquent un multiple du polynéme minin@r_l deup.

Si 'endomorphismaeu est diagonalisable, son polynédme minimal est scindé a racines simples et il en est
de méme pour tout polyndme divisang ; en particulier, le polyndme minimah,. de u est scindé a racines
simples et 'endomorphismer de F est donc diagonalisable.

Exercice 7*— Comme dans I'exercice précédemt,(ur) = my(u) e = 0 etmy(u,g) = my(u) ;g = 0 doncmy, est
un multiple commun des polynémes minimau et mg de Ug et ug respectivement ; de maniére équivalente,
ppcMMe, Mg ) M.

Soit & = pgcdmg,mg). En écrivant les polyndmesg et mg sous la formemg = drfie et mg = o avec
M, Mg € K[T], nous avons

ppcmmg,mg) = OMfienig
= MgMe
= MMemg

et il est maintenant facile de voir que ce polynédme annuledii@norphismeu.

(D1l est connua priori que RO) = det(u), de sorte que linversibilité da équivaut a la non-nullité du terme constarfdPde son
polynéme caractéristique.



Posonss = ppcm(me, mg) et considérons un vectexdans E, que 'on écrit sous la forme= xg + xg avec
Xe € F etxg € G. Commev = Mg (u)me(u),

V(Xe) = Mo (U)(Me(U) (%)) = Mg (U) (Me(UE) (%)) = O

en utilisant I'identitév = mMg(u)mg(u), on prouve de méme quéxg) = 0. Nous obtenons ainsi que le poly-
ndme ppcnimg, mg) annuleu, donc gu'il est divisible pamy, et la conclusiorm, = ppcm(mg, mg) découle
des relations de divisibilitén,|ppcm(me, mg) et ppcnime, mg)|my une fois que I'on a observé que tous les
polyndmes considérés sont unitaires.

Exercice 8— Le polyndme P — T est scindé a racines simples® TT = T(T — 1)(T + 1). Etant donnée une
matrice Ac .#,(R) telle que A = A, son polyndme minimain, divise T — T et est donc scindé a racines
simples ; les valeurs propres de A appartiennent a I'ensefnbl, 0,1} et il existe une matrice P .#,(R)
inversible telle que P!AP soit une matrice diagonale ayamtcoefficients égaux a @ coefficients égaux

a 1 etc coefficients égaux a1, a,b,c étant des entiers naturels soumis a la seule conditioh b+ c=n.
Réciproquement, le polynéme minimal d’'une matrice dia¢gpBede cette forme esta(T — 1)% (T + 1)% avec,
pour toutx € {a,b,c}, & =0 six=0etg =1 six> 1, et la matrice PDP" est une solution de I'équation
considérée quelle que soit la matrice inversible R7,(R). Nous avons ainsi décrit toutes les solutions de
I'équation X — X dans.Z,(R).

Exercice 9— 1. Lidentité (T?+1) — T? = 1 est une relation de Bézout entre les polyndmes premiens e
T et T2+ 1. En substituant A & T, nous obtenons la relation

I3 = (A2+13) —A?

dans.#3(R), laquelle implique immédiatement la décompositidh= Ker(A) & Ker(A? + I3). En effet, quel
que soit le vecteur X% R3,

X = (A% +13)X — A%X
et (A2 +13)X € Ker(A), A%2X € Ker(A? +13) puisque &+ A = 0; si d’autre part X appartient simultanément
a Ker(A) et KefA2 + I3), alors X= (A2 +13)X — A?X = 0.
2. Le polyndme minimain, de A est un diviseur de®f-T = T(T?2+1), soit T, P+ 1 ou T(T?+1). Le
casmp = T est exclu puisque A4 0. Le casma = T2+ 1 est également exclu : en effetgi = T2+ 1, alors
le polyndme caractéristiquesRle A est une puissance (€% + 1) car les polyndmess et P ont les mémes
facteurs irréductibles et ceci est impossible caeBt de degré 3. Nous obtenons dame= T (T2 +1).

3. Soitx un vecteur d&R® n’appartenant pas a K@) ; nous avons donc par hypothésg 0 et Ax # 0. S'il
existait deux nombres réels u € R non tous les deux nuls et tels gae+ puAx = 0, alorsA et u seraient

tous les deux non-nuls puisqueAx # 0 ; on aurait alors A= —%x, ce qui signifierait, comme # 0, que—%

serait une valeur propre de A, c’est-a-dire une racineaérllpolyndmems = T3+ T, et ceci contredirait la
non-nullité deA.
La famille (x, Ax) est donc libre.

4. Comme A# 0, Ker(A) # R3 et il existe un vecteux non-nul dans le sous-espace vectoriel (Rér+13) en
vertu de la question 1. Ce sous-espace étant en outre stabeppiisque(A2 +13)A = A3+ A =0, il contient
la famille (x,Ax) et est donc de dimension au moins 2 d’aprés la question patedCette discussion conduit
a la majoration dimKe\) = 3— dimKer(A2+13) < 1. D’un autre coté, le polynéme minimal de A admettant
0 comme racine, 0 est une valeur propre de A et donc dirfer 1. Nous avons ainsi prouvé que le noyau
de A est de dimension 1.

Soit e un vecteur non-nul dans K@) et soitx un vecteur non-nul dans K@? + I3). La famille (x,Ax)
étant libre en vertu de la question 3, elle constitue une Hassous-espace bidimensionnel K&t + I3) et
(e,x,Ax) est alors une base @ en vertu de la question 1. Désignant par P la matrice de paskata base
canonique d&3 a la basde, x, Ax), P~1AP est la matrice dont les colonnes sont les coordonnéesedésuvs
Ae Ax et AAx dans la basée x,AX) ; il est manifeste que les deux premiéres colonnes sontsoglle I'on
souhaite, et il en est de méme pour la derniére puisqappartenant a KEA2 + I3), A’x = —x.

Exercice 10*— 1. Il suffit de calculer dé&A — XI,,). En développant ce déterminant par rapport a la premiére
colonne, on obtient

detfA — XIp) = —Xdet(A; — XIn_1) — (—1)"ag,



ol A; est la matrice compagnon du polyndm& X—a,_1X"2— ... —a;. A partir de cette identité et du cas
évidentn = 1, on prouve par récurrence sugque R, = Py n’est autre que le polynéme-1)"P.
2. Soient g,...,E, les vecteurs de la base canonique de Rar définition de A, AE = E,, AE; =
Es,..., AEn_1 = E, et AR, = agE1 + ... +an_1En, donc APE; = Ep 1 pour tout entiep € {1,...,n—1}.
Nous allons vérifier que la matricgR) est nulle. Cela revient a prouve{A)E; = 0 pour touti et, comme
P(A)E; = P(A)AI=1E; = AI=1P(A)Ey, il suffit de s’assurer que(R)E; = 0. Le calcul est facile :
n-1 )
P(A)El = AnEl — Z)a;A'El
i=

n-1
= AA"'E - ) aBi
%

n—-1
= AEn— Z) aiEit1
i=
0.

Nous avons donc bien(R) = 0, d’'ou R,(u) = 0 d’aprés la question précédente.

Le polyndme unitaire P annule D’autre part, siAg,...,An_1 sont des nombres réels tels que le polyndme
A1 X1 4 A1 XAg annuleu, alors

n—-1 ) n-1
0= AA'|Er= Y AiEis1
2 )BT 2N

et doncAp = A1 = ... = A1 = 0, ce qui montre qu’il n’existe aucune polyndéme non-nul dgréenférieur
ou égal an— 1 annulantu. Le polyndme minimam, deu est ainsi de degré au moinst, puisqu’il divise P,
m, = P car ces deux polynémes sont unitaires.

4. Pour établir que le sous-espage=BVect(x,v(x),...,VP(x) est stable pav, il suffit de vérifier qu’il contient
les images des vecteuxsv(x),...,vP(x) parv et seul le cas deP(x) n'est pas complétement évident. Par
définition dep, la famille (x,v(x),...,vP(x),vP™1(x)) n’est pas libre et il existe donc des scalaitgs .., Ap;1
non tous nuls tels que

AoX+AV(X) + ...+ AppaVPT(x) = 0.
La famille (x,v(x),...,vP(x)) étant libre par hypothese, le coefficieky; 1 n'est pas nul et on peut des lors
écrirevP1(x) sous la forme
VWH(x) = —i()\ox+...+)\pvp(x)),
o
ce qui prouve que I'image de(x) parv est contenue dans.E

5 & 6. En utilisant les notations de la question précédeatmdtrice dev dans la bas&dy de E est la matrice
compagnon du polynéme

xp 2o w1y Ao
Ap—i—l Ap+1

7 & 8. Soit R, le polyndme caractéristique deet soitx un vecteur non nul dans E. Comme le sous-espace
Ex de E est stable par, P, s’écrit sous la forme QPou R est le polyndbme caractéristique de la restriction
dev a E et Qe K[X]. En vertu de ce qui précédey Bnnule la restriction de & E; et donc, en particulier,
Px(v)(x) = 0. Comme Bv)(x) = Q(v)(Px(v)) = 0, nous en déduisons que I'endomorphismévPest nul et
avons ainsi redémontré le théoréme de Cayley-Hamilton.

Exercice 11*— 1. On justifie comme dans la question 5 de I'exercice préuéde’il existe des scalaires
ap, a1, ..., an_1 dans K tels que

u"(x) = agX+ agu(x) + ...+ aq_1u"1(x)

et on vérifie que la matrice dedans la basegs, est la matrice compagnon du polyndme-T(a, (T 1+... +
alT + ao)

2. L'unicité de la matrice compagnon d’'un endomorphismdigye est une conséquence immédiate de la
guestion 1 de I'exercice précédent : les coefficients de faiéie colonne d’'une telle matrice sont en effet,



au signe pres, ceux du polyndme caractéristique eene dépendent donc pas du choix du vecteur cyclique
considére.

3. Tout endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimensi@st diagonalisable s'il possédevaleurs
propres distinctes.

La réciproque est vraie dans le cas d’'un endomorphismeqgexeliEn effet, su est un endomorphisme cy-
cligue, son polyndme minimal et son polyndme caractéristicpincident en vertu de la question 3 de I'exercice
précédent ; su est diagonalisable, cela implique donc que son polynémact&istique est scindé a racines
simples, ce qui signifie précisément guposséde valeurs propres distinctes.




