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Sous-espaces caractéristiques - Décomposition spectrdlan endomorphisme - Exponentielle
d’endomorphismes

Exercice 1.* 1. Tout vecteux de E s’écrit sous la forme= (x— (X)) + m(x) etx— m(x) € Ker(m), m(x) €
Im(71) en vertu de la conditiom? = 71. Cette décomposition est unique car K&m Im(7t) = {0} : un élément
x de Kei(71) N Im(71) s’écrit sous la forme = ri(y) avecr(y) = 0, donc est nul puisque = 1.

Remarque : il est bon d’observer que tout projecteuest diagonalisable puisque le polyndmé— T est
scindé a racines simples skr; on a donckE = Ker(m) @ Ker(rm— idg) et I'égalité Ker(rm—idg) = Im(m) se
déduit immédiatement de I'équatiert = 1T. Ainsi, la décomposition d€ obtenue n’est pas autre chose que la
décomposition en somme directes des sous-espaces prepres d

Bien évidemment, la décomposition=EKer(u) @ Im(u) ne garantit pas que I'endomorphisraesoit un
projecteur : pour obtenir un contre-exemple, il suffit detipaune décomposition E E' © E”, de choisir un
automorphismeuelconques” de E et de considérer 'endomorphismoede E défini pau(x +X") = u”(X") ;
on a E = Ker(u) et E’ = Im(u), maisu est un projecteur si et seulement$i= idg».

2. Comme on I'a remarqueé, Ifrr) = Ker(m—idg) est le sous-espace propremassocié a la valeur propre
1; en juxtaposant une base de Ker et une base de I(m), on obtient donc une base de E dans laquelle la
matrice derrest de la forme

<(®(®>
©) Ir

avecr = dim Im(m) = rg(m) et I'égalité rg 1) = tr(m1) devient évidente.
3. Etant donnés deux projecteurs s,

2
(Mm+1m)? = TW+MmoTb+ o+ 15
= Th+TH+Tholb+ThoTq.

Simom=r1porm =0, T + 7» est manifestement un projecteur.

Réciproquement, s + 76 est un projecteunn o 76 = — Tk o Th. Contrairement aux apparences, cette der-
niére condition implique quen et 75 commutent : il en découle en effet que stabiliseles sous-espaces
Ker(mq) et Im(mg) (le vérifier!) et donc commute aveg puisque tel est évidemment le cas sur ({gjf, ou
m =0, et sur Infrg) = Ker(rm —idg), ou g = id. Ainsi, si g + 7% est un projecteurrgo /5 = —Th o Tq et
ThoTh = ThoTq, donc 2 o & = 0. Lorsque 24 0 dans le corps K (c’est-a-dire lorsque la caractéristicu& d
n'est pas égale a 2), nous en déduistmss = o 17 = 0.

Remarque : lorsque le corg$ est de caractéristique, (u+v)? = u? +v? pour tous endomorphismeswi
qui commutent et la somme de deux projecteurs est donc wecpeay si et seulement si ceux-ci commutent.

4. Dans cette derniére questiam,+ 7% est un projecteur et K est de caractéristique différente der
TpoTp = T[207T1:O.

L' inclusion Ker(rn) NKer(me) C Ker(1q + 1®) est évidente ; réciproquement, étant dor@Ker(mg + 7o),
m(X) = —Te(X) = —T5(X) = Te(T(X)) = 0 et donc Kefr + 1) = Ker(mm) NKer(mp).

Commerm o =0, Im(7e) C Ker(mm) et donc In{ra) NIm(7k) = 0. L'inclusion Im(mq + %) C Im(7m)
Im(7) est évidente ; réciproquement, étant dorm@@lm(7m) @ Im(7&), X = Ta(Y) + & (2) et m(x) = 1B (y)
T8(y), To(X) = T(2) = T&(2), donex = 78(x) + T(X) € IM(78 + ®).

Complément : il convient d’observer que les projectenrs . (E) sont les pendants algébriques des dé-
compositions de I'espace vectorielen somme directe de deux sous-espaces vectoriels. De manégise,
I'application m— (Im(m),Ker(m)) réalise unebijection entre I'ensemble des endomorphisntesle E tels
quer? = et I'ensemble des couplé¢E’,E”) formés de deux sous-espaces vectoselgplémentairede E.
Etant donné un couplgE’,E”) de sous-espaces supplémentaires, le projedtezarrespondant est défini par
M = ide et ey = 0; la permutation des sous-espadgset E” correspond au remplacement du projecteur
par le projecteuridg — 1.
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Exercice 2.* Remarque préliminaire : I'énoncé suppose implictement lggeapplicationsrt: E — E; sont
surjectives

Soient g,...,E, des sous-espaces vectoriels de E tels queEz @ ... @ E,. Etant donné € {1,...,n}, il
existe une unique application linéaire: E — E telle querg(x) = xsix € Ej et 1§(x) =0 six € Ej avecj #i
(si cela ne vous semble pas tout-a-fait évident, il n'y a quoasidérer une base de E obtenue en juxtposant
des bases de chacun des sous-espages ) ; on a évidemment IifT5) = Ei, Ker(7) = @, Ej, =T,
Tom =0sii#jetide=m+...+ Th.

Soient réciproquemernt, ..., T, € .Z(E) des projecteurs tels que (m) = E; pour touti, 750 7;; = 0 pour
tousi, j aveci # j etide = @ + ... + ™. La décomposition de E en somme directe des sous-espapesite
s’établir en raisonnant par récurrence sur 2 a partir du cas = 2 étudié a la question 4 de I'exercice
précédent, le point étant quiy = 75 + ... -+ T, €t 7y, 1 Sont des projecteurs tels qugo 11 = T 10 75, = 0.

Il est tout aussi simple de démontrer directement notrertamse la condition i¢t = 7 + ... + 75, garantit
que tout vecteur de E s’écrit comme la somme des vectexrs: 715(X) € E; = Im(75) et cette décomposition
est unique car, st =X} + ...+ X, avecx € Im(75), 15(x) = 15(x) pour touti puisquertor; =0 si j #i et
X = 15(X) = 15(x) car Im(7) = Ker(idg — 17).

Exercice 3.* 1. L'hypothése @A) # 0 signifie précisément que les polyndm@s— A )X et Q sont premiers
entre eux et on peut donc écrire une identité de BézoutrWQT — A )k =1 avec U V e K[T]. Linclusion
Ker(Q(u)) C Im(u— Aidg)* découle immédiatement de I'identité

ide = U(u)Q(u) + V(u) (u— Aidg)¥ = U(u)Q(u) + (u— Aidg)*V (u).

L'inclusion réciproque est évidente puisquéufiu— Aidg)k = my(u) = 0.

2. Les identités i = U(u)Q(u) + V(u)(u— Aidg)k = Q(u)U(u) + (u— Aidg)*V (u) et (u— Aidg)*Q(u) =0
impliquent immédiatement la décomposition de E en sommexirdes sous-espaces (@fu)) et Keru—
Aidg) (lemme de décomposition des noyguxu la question précédente, on obtient la décomposition

E = Ker(u— Aidg)¥ @ Ker(Q(u)) = Ker(u— Aidg)* & Im(u— Aidg)*.

3. Les sous-espaces Ker- Aidg) et Im(u— Aidg) sont stables par car les endomorphismesetu— Aidg
commutent. Ecrivant un vecteur quelconguée E sous la formea = X' +x” avecx’ € Im(u— Aidg) etx’ €
Ker(u—Aidg) ,

P(u)(x) = P(u)(X)+P(u)(x")
= m(u)(u—Aidg)(X) + (u—Aidg)m (u)(x") =0

car le polyndmaent (resp. T- A) annule la restriction de au sous-espace (m— Aidg)* (resp. Kefu—Aidg)) ;
on a donc Pu) =0.

Le polyn6me minimam, deu divise le polyndbmegT — A ) ; si 'on suppose en outre queest une valeur
propre deu, m, s'écrit sous la formen, = (T — A)m et le polyndmemdivise . Le scalaireA est une racine
simple dem, si et seulement sn(A) # 0 ; comme cette condition sera vérifiéarsiA ) £ 0, il suffit de s’assurer
gueA n’est pas racine dey.

Sil'on avaitm/(A) = 0, A serait une valeur propre de la restrictionudau sous-espace [m— Aidg) et ce
dernier contiendrait donc un vecteur non rRi#l queu(x) = Ax. La condition Kefu— Aidg) NIm(u— Aidg) =
{0} montre que ceci est impossible ; on a dom¢A ) # 0 etA est une racine simple da,.

4. Commencons par observer que les conditions
(i) E=Ker(u—Aidg) @ Im(u— Aidg)
(i) Ker(u—Aidg) NIm(u— Aidg) = {0}
sont équivalentes puisqu’on a déja I'égalité ditn= dim Ker(u— Aidg) +dim Im(u— Aidg). Les conditions
(i) Ker(u— Aidg) = Ker(u— Aidg)?
(i") Ker (u—Aidg)? C Ker(u— Aidg)
sont également équivalentes en vertu de I'inclusion(ierAidg) C Ker(u— Aidg)?. Il en découle que les
conditions (i) et (ii) sont équivalentes si et seulemenésidonditions (i’) et (ii’) le sont.



(i) = (i) : quel que soitx € Ker(u— Aidg)?, (u— Aidg)(x) appartient simultanément aux sous-espaces
Im(u—Aidg) et Keu— Aidg), donc est nul.

(i) = (") : quel que soitx € Ker(u—Aidg) NIm(u—Aidg), x= (u—Aidg)(y) avecy € E et(u— Aidg)?(y) =
(u—Aidg)(x) = 0; on a alors par hypothége — Aidg)(y) = 0, d'oux = 0.

5. Supposons que I'endomorphismeoit diagonalisable. Chaque valeur proprdeu est une racine simple
du polyndme minimal de, donc

E=Ker(u—Aidg) @ Im(u—Aidg)

en vertu de la question 2 (avke= 1) et Kefu— Aidg) = Ker(u— Aidg)? en vertu de la question 4.

Exercice 4.*— En vertu du théoréme du rang, les conditiongurg Aidg) = rg(u— Aidg)? et dimKeu —
Aidg) = dimKer(u — Aidg)? sont équivalentes et, vu l'inclusion Ker— Aidg) = Ker(u — Aidg)?, elles sont
également équivalentes a I'égalité Ker Aidg) = Ker(u— Aidg)?.
Cette égalité est évidemment vérifiéeAsn’est pas une valeur propre de: en effet, 'endomorphisme
u— Aidg est alors injectif et Ku — Aidg) = Ker(u— Aidg)? = {0}.
L'exercice conciste donc a vérifier que I'endomorphiamest diagonalisable si et seulement si
Ker(u— Aidg) = Ker(u— Aidg)?

pour toute valeur propré € Sp(u).

Siu est diagonalisable, cette égalité a été prouvée a la fin xiertiee précédent.

Réciproquement, si Kéu— Aidg) = Ker(u— Aidg)? pour toute valeur proprd € Sp(u), un raisonnement
par récurrence immédiat permet d’établir I'égalité (er Aidg) = Ker(u— Aidg)P pour toutA € Sp(u) et
tout entier naturep > 1; de maniére équivalente, chaque sous-espace caragtérisieu coincide avec le
sous-espace propre correspondant. Le polyndme caréigiggisleu étant scindé, E est la somme directe des
sous-espaces caractéristiguesuge’est donc également la somme directe des sous-espaqaepuru et
I'endomorphismeu est diagonalisable.

Exercice 5.— 1. On voit facilement que 1 et 2 sont des valeurs propras es sous-espace propres corres-
pondants sont
Ker(u—idgs) = RX1 B RX, et Keru—2idgs) = RX4
avec
X1 =

(eNeNel
OO PFrOoPr
OPFr O

-1

Comme tfu) = 7 et defu) = 4, les deux derniéres valeurs propresident les solutions des équationsy =3
etxy= 2, c'est-a-dire 1 et 2, et le polyndéme caractéristique est donc— (T — 1)3(T — 2)2. Nous en déduisons
que les deux sous-espaces caractéristiquessdat Kefu — idgs ) et Ker(u — idgs)?.

Bien que ce ne soit pas demandé, on voit facilement que leolg minimal des est(T — 1)%(T —2)2. En
effet, les multiplicités algébriques de 1 et 2 étant stnietat supérieures a leurs multiplicités géométriques, les
sous-espaces propres Ker idgs) et Ker(u— 2idgs) sont distincts des sous-espaces caractéristiques corres-
pondants ; les inclusions K@r—idgs) C Ker(u—idgs)? et Ker(u— 2idgs) C Ker(u— 2idgs)? sont donc strictes
et la décomposition

=

R® = Ker(u— idgs)? @ Ker(u— 2idgs)?
s’en déduit en considérant les dimensions. Le polyndmemaihieu est donc biedT — 1)%(T —2)? et Ker(u —
idgs)® = Ker(u— idgs)2.
2. Toute base dR® obtenue en juxtaposant une base de chacun des sous-espactéristiques de a la
propriété désirée.
On obtient une base de Ker—idgs) en adjoignant a la bagi1, X2) de Kef(u—idgs) un vecteur X tel que
(U—idgs)?X3 =0 et(u—idgs)X3 # 0, ou encore tel qu@u— idgs)X3 soit un vecteur non nul de Kr— idgs).



Il suffit pour cela de déterminer une solutifXiz, A1, A2) de I'équation linéair¢u—idg) X3 = X3+ A1X1+A2X2
telle que(A1,A2) # (0,0) et, tous calculs faits, le tripl¢iX,0,1), ou

convient. Un raisonnement analogue montre que I'on obtieetbase de Kén— 2idps)? en adjoignant a X
le vecteur

X5 =

NORFOPR

solution de I'équatiorfu — 2idgs ) X5 = 2Xs5 + Xa.
Dans la baséX1, X2, X3, X4, Xs5), la matrice deu est sous forme réduite de Jordan :

[cNeoNeoNeN o
[cNeoNoN el
OO rkrOo
ONO OO
NF,OOO

Exercice 6.— 1. Commencons par supposeeKC. Par application du théoréme de Dunford-Jordan, il existe
une base de E dans laquelle de la matricel ést de la forme B- N, ou D est une matrice diagonale, N est
une matrice triangulaire supérieure dont la diagonalewdlt at DN= ND. La matrice de I'endomorphisnma
dans cette base esfteN et, comme la matriceM = (I,+N+ N2 +... + =N") est triangulaire supérieure avec
des 1 sur la diagonale, '

det(e") = PN _ del(eD)det(eN) _ de(eD) _ (D) _ gir(u)

Lorsque K= IR, on commence par considérer la matrice Muldans une base de E et on applique ce
qui précéde a M en considérant cette matrice comme une matdoefficients dang : dete¥) = &™) ; |a
conclusion découle alors des identit§sitr= tr(M) et dete") = det(éV).

2. Supposons que I'endomorphismsoit nilpotent et soik un entier naturel tel qué<t* = 0. On a

1 1
e idg=u+ P +... + Uk
E —1-2 + +k!

et I'inclusion Ker(u) C Ker(e" —idg) est évidente. Pour établir I'inclusion réciproque, obsasvque, pour tout
vecteurx dans Kefe" —idg),

donc

En substituant la premiére expressionuge) dans la seconde, on obtient une écrituraidge comme combi-
naison linéaire des vecteurd(x), ...,u(x) et un raisonnement par récurrence immédiat permet d’établi

u(X) € Vect(u(x), p> po)

pour tout entiemp > 1. Appliquant ce dernier résultat avpg = k+ 1, la nullité deu*+* implique celle deu(x)
et doncx € Ker(u).



3. Les trois premiéres matrices ne posent pas de problénsgueiies sont de la forme BN avec D
diagonale, N nilpotente et DN ND. On obtient respectivement

et 0 e ey ot e 0
(6 o) (5 & )e(as o)

Pour calculer les exponentielles des deux derniéres ragfram commence par les diagonaliser. On obtient

sans difficulté
<)\ 79>:P<)\+79 0 >P‘1 avecP:<1 1 >eth1:}P

5 A 0 A-9 1 -1 2
et
A9 Ati9 0 § 11 1/1 i
(3 A >:Q<o )\—iz9>Ql avecQ:<_i i )etqlzé<1 —i>’

d'ou

(g f) et? o 1 cosh{d) sinh(3)

€ :P<o eH)P :e/\<sinh(19) cosrw)>
et

()\ —19> 5 [
A7 o8 G )= (88 )

Exercice 7.*— 1. Les polyndmesT — 1)? et T— 2 sont premiers entre eux @ — 1)°> — T(T —2) = 1 est une
relation de Bézout. On en déduit comme d’habitude que lesrangphismess = —(u—idg)? et = u(u—
2idg) sont des projecteurs tels qugo 12 = T o 1§ = 0 et ide = 1 + 7B, d'images respectives K@r— 2idg)
et Ker(u—idg)?, d’oul la décomposition

E = Ker(u—idg)? @ Ker(u— 2idg).

2. Les projecteurs spectraux et 7 étant des polyndmes enils commutent avea.
On aure = 2% puisque Infre) = Ker(u — 2idg) et urg = 1 + (u— idg)m avec[(u— idg)7m]? = (u—
ideg)2mm = 0 puisque Infrg) = Ker(u—idg)?. On en déduit

e“nz = 627'[2
et

e'm = e
gl glu—ide)m

(enl)(idE + (U — IdE) Tl'l)

eurq.
3. C’est déja fait...
4. Nous obtenons finalement
e = e(m+m)
= e'm+e'm
= euwn +€m

= el (u—2E)—e*(u—idg)
= el — (€ +2e)0? + 26°u— ide.

Exercice 8.*— Les matrices sont données sans garantie et il est forteroesed|é de vérifier tous les calculs !



(i) On vérifie que Sgu) = {2,3,4}, de sorte que le polyndme minimal deest(T — 2)(T — 3)(T —4). En
décomposant la fraction rationnell€ — 2)~1(T — 3)~1(T — 4)~! en éléments simples, on obtient I'identité

%(T—B)(T—4) —(T—-2)(T-49) +%(T—2)(T— 3)=1,
qui est une relation de Bézout pour les polyndmes premigre enx(T — 3)(T —4), (T—2)(T—4) et (T —
2)(T —3). Les endomorphismes

™= %(u — 3idys)(U—4idg3), B = —(U— 2idgs)(u— 4idgs) ety = :—2L(u — 2idgs)(u— 3idga)
sont les projecteurs spectraux sur les sous-espaces pidere — 2idys), Ker(u — 3idgs) et Keru — 4idgs)
respectivement. Leurs matrices respectives dans la basaigae sont

1(3 -21 -4 1 -4 1(7 07
5 0O 0 O -4 1 -4 ], 5 8 0 8 .
-3 2 -1 4 -1 4 -5 0 -5
Partant de l'identité igh = & + 15+ 14, ON Obtient
u"'=2"+3"m+4"m
pour tout entier naturei et la matrice de” dans la base canonique est
321 _43"4 1441 2" 30 20143014400

A= [ —4.3"4 4l 3" —4.3" 441
—32-1443" 1041 on_3n _on-1l,430_104"1

On aenfin
= m+etm+etm
pour tout nombre réelet la matrice de cet endomorphisme dans la base canonique est

3P 4P L P Je 4 e
¢f = | Zaet 4 4et & "t 4 4
A a Gt Foe* L 4det— fet

(if) On vérifie que Spu) = {1,4}, la valeur propre étant de multiplicité géométrique éga?e Bendomor-
phismeu est donc diagonalisable et son polyndme minimal€st 1)(T — 4).
En procédant comme en (i), on obtient les expressions

= —%(u—4idR3) et ;= }(u— idgs)

3

pour les projecteurs spectraux sur les sous-espaces pridprel — idys) et Keru — 4idgs) respectivement.
Leurs matrices dans la base canonique s’en déduit immétiate Enfin,

—2+4" 144" 144"
=m+4"metB" = 1+4" —24+4" 144"
144" 14+4" —24+4"

pour tout entier naturai et

1
di=em+etm, €B=C

3 g +et —2d et d4et

—2d et d4et e+ et
g+t e+ et —2d + et

pour tout nombre réel
(iii) On vérifie que Siu) = {1,2}, la valeur propre 2 étant de multiplicité algébrique 2 masyltiplicité
géométrique 1 seulement. Cet endomorphisme n’est pasraifsgble et son polyndme minimal g3t —
1)(T — 2)%. On obtient une relation de Bézout enffe- 1 et (T — 2)2 en faisant la division euclidienne du
second par le premier :
1=(T-2?—(T-1)(T-3).



Les projecteurs spectraux sur les sous-espaces cartiguriskefu — idgs) et Ker(u — 2idgs)? sont respecti-
vement

T4 = (U— 2idgs)? et B = —(U— idgs)(u— 3idgs),

de matrices
1 0 -1 0O 01
2 0 -2 et -2 1 2
0 0O 0O 01

dans la base canonique.

Avant de calculeu” etéY, observons quare = 27 + (u— 2idgs) 7B avec[(u — 2idgs) 78)% = 0, de sorte que
u'me = (ur)" = 2"1B 4 N2" 1 (U — 2idgs) e et €V7p = e 1B + Xt(u— idgs) TB. La matrice de(u — 2idgs) T
dans la base canonigue est

-2

o
R OoR
NON

-2
et on a par conséquent :

1-n2" 2n (n+1)2"-1
u"=m+2"m+ (u—2idgs)T®, C"=| 2(1-2") 2" 2(2"-1)
—n2" 21 (n4+1)2"

pour tout entier naturei et

d-2te? te? —é+(1+20)e?
ew:etn1+e2tn2+te2‘(u—2idRa)n2, éC: 2d — 22 & Z(GZ—Gt
a2t (14 2)e

pour tout nombre réel

Exercice 9.— Le rang de 'endomorphismeest manifestement égal a 1, ce qui signifie que 0 est une valeur
propre de multiplicité géométrique dim Kel) = n; c’est en fait 'unique valeur propre decar t{u) = 0 etu
n'est pas diagonalisable.

L'image deu est de maniére évidente la droite engendrée par le vectetitalates les coordonnées sont
égales a 1, lequel appartient & K&r; nous avons dong® = 0 eté¥ = 1+ tu pour tout nombre réel

Exercice 10— On désigne par E.. ., E, les vecteurs de la base canoniqueikie

1 & 2. Le sous-espace Kgk — (a—b)l,,) deR" est de dimension— 1 et engendré par les vecteurs-E
Es, Ex—Es,...,En1— En. Lavaleur propréa— b) est de multiplicité géométrigue— 1 et, comme {fA) = na,
la derniere valeur proprede A est la solution de I'équatiofmn — 1)(a—b) + x = na, soitx=a-+ (n—1)b. Le
sous-espace propre Ké&r— (a+ (n— 1)b)l,) est la droite engendrée par le vecteyHE .. + Ep,.

Les vecteurs E—E,...,En— En_1 et B + ... + E, constituent clairement une base He car lesn—1
premiers forment une base de I'hyperplan d'équation- ... + X,, lequel ne contient pas le dernier vecteur.
Tous ces vecteurs étant des vecteurs propres de A, A estndiigable et, si P désigne la matrice dont les
colonnes sont leurs coordonnées dans la base canonigeelécieatrice ayant des 1 sur la diagonale, dés
sur la premiere sous-diagonale et des 1 sur la derniérermmldes autres coefficients étant nuls),

PlAP=diaga—b,...,a—b,a+ (n—1)b).

Lorsqueb # 0O, les deux valeurs propres de A sont distinctes et son polgn@inimal est don¢T — (a—
b))(T — (a— (n—1)b)) = T?>— (2a—nb)T + (a— b)(a— n— 1b).

Lorsqueb = 0, A = al, et son polynbme minimal est-Ta.

3. La matrice A est inversible si et seulement si 0 n’est pawel'de ses valeurs propres, donc si et seulement
sia#beta# (n—1)b. Le cacul de A se fait aisément en utilisant le polynéme minimal de A :

— lorsqueb =0, A=al, etdonc Al =a1l,;



— lorsqueb # 0, A — (2a+nb)A + (a—b)(a— (n— 1)b) = 0 et donc
1
(a—b)(a—nb)
4 & 5. Lorsqueb # 0, la méthode la plus efficace pour calculer explicitemehtepd” est d'utiliser les

projecteurs spectraux de A. Partant de la relation de B§Zout(a— (n— 1)b)) — (T — (a— b)) = nb, nous
obtenons immeédiatement

Al=— (A — (2a+nb)ly).

In= 5 (A= (@= (= Db)ln) — (A~ (a—b)1n)
et
A:n—lb((a—b)(A—(a—(n—1)b)|n)—(a—(n—l)b)(A—(a—b)In)),

dou

AP = n_lb((a—b)p(A_(a—(n—l)b)ln)—(a—(n—l)b)p(A—(a—b)ln))

— n_lb((a—b)"’—(a—(n—1)b)'°)A+%(a—b)(a—(n—l)b)((a—(n—l)b)"’*l—(a—b)'f’*l)In
pour tout entier naturgb > 1 et
dA = n—lb(e(a‘b>t(A—(a—(n—l)b)ln)—e(a‘(”‘l)b>t(A—(a—b)ln))
_ n_lb (e<a—b>t_e<af(nfl>b>t>A+$3 ((a—b)e® "X (a— (n—1)b)el 1) I,

Exercice 11.— 1. Le rang de I'endomorphisme— (1 — a)idg est égal a 1 et & a est donc une valeur propre
deu de multiplicité géométrique égale & 3. Comm@iyr= 4, la derniére valeur propre deest 4—3(1—a) =
1+3a

2.Sia=0,1-a=1+3a=1 et I'endomorphisme n’est pas diagonalisable cat~ idg.

3. Lorsquea # 0, les multiplicités géométriques et algébriques des valpropres 1-a et 1+ 3a deu sont
les mémes (respectivement 3 et 1) et 'endomorphigrast diagonalisable.

4. Le polyndme caractéristique deest(T — (1—a))3(T — (1+3a)) ; son polyndme minimal e — (1 —
a))(T—(1+3a)).

5. L'espace vectoriel E est la somme directe des sous-espaopres = Ker(u— (1—a)idg) et E, =
Ker(u— (1+ 3a)idg) de u car leur intersection est nulle et dimKer (1 — a)idg) = 3, dimKeru— (1+
3a)|dE) =1.

6. Les projecteurs spectraux s’obtiennent & partir de ¢aioel de BézoufT — (1—a)) — (T—(1+3a)) =4a:
m = — 4 (u— (1+3a)idg) est le projecteur surEparallélement a et = 4 (u— (1—a)idg) est le projecteur
sur B parallelement a E

7. 0n auk = (1—a)*m + (14 3a)k7e pour tout entier naturek et &' = e'~2rg + el+327p,. Les matrices de
T et 76 dans la base canonique Bé étant respectivement

—3a & a a

a & a a

_i 1 —3a a 1 ot i 1 a a 1
4a| 1 a —-3a 1 4al 1 a a 1 |’

a & & -3a a & a a

le calcul des matrices dé ete” ne pose pas de probléme...




