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Quelques applications de la réduction des endomorphismes

Exercice 1.*— Les solutions du systéme différentiel

d
FXO=AXO+V(O)

sont les applications X d& dansR® de la forme
t
X (t) = exp(tA)Xo + / exp((t — AV (s)ds
0

avec X € R3.Le premier terme du membre de droite est la solution géméeal’équation homogeéne (i.e. avec
V(t) = 0) et le second une solution particuliére du systéme inh@meg@btenue par la méthode de « variation
de la constante ».

Ecrivant \(t) sous la forme \t) = V' 4-tV” avec

1 0
V=o0o] et Vv=|1],
1 0

le calcul de I'intégrale

t t t
/exp(—sA)V(s)ds:/ exp(—sA)V’ds+/ sexp(—sA)V"ds
0 0 0

est particulierement facile lorsque la matrice Aiesersiblecar tout se passe alors comme si A était un nombre
réel :

t -t
/ exp(—sA)V/ds= —A~texp—tA)V' et / sexp(—sA)V"ds= —Alexp(—tA)(tlz + A"V,
0 0
d’ou
t
/ exp(—sA)V(S)ds = —A~Lexp(—tA)V(t) — A~ 2exp(—tA V"
0
Remarque : Les calculs précédents (qu'il faut vérifier ) éduisent simplement de l'identité

%(A‘lexp(tA)) = exp(tA).

Nous obtenons ainsi I'expression suivante pour les saolstitu systeme différentiel considéré lorsque la
matrice A esinversible:

X(t) = exp(tA)Xo— A"V (1) — A2V
Il reste maintenant a utiliser les calculs effectués ausdar’exercice 8 de la fiche 4.

- Dans le premier cas,

_ 1 Vily 1 Vily -1 __ 1 -2 __ 1

expltA) = (€ —e‘)A+§(4e‘ —€Y)ls, ATT=7(5l3—A) et A=

le calcul de A'® se faisant aisément & partir de I'identit@ - A5A + 413 = 0 (polyndme minimal).
- Dans le second cas,

(2113 — 5A),

exptA) = & (A —213)% — e ((1—2t)I3 +tA)(A —13)(A —3l3) et Al= %(A2—5A+8I3),

le polyndme minimal de A étant dans ce cas-T5T2 + 8T — 4.



Exercice 2.— 1. Sil'on pose

N

0
a2(t)

zt)y=| *

. n—-1

%Z(t)

la fonctionz(t) est solution de I'équation différentielle considérée sieetlement si ) est solution du systéme

différentiel

%Z(t) = AZ(t) + V(1)
ou
0 o ... 0 1
0 1 1
A=| o 0 0 et V(t)=| :
1
e e e f(v

La matrice A la transposée de la matrice compagnon du polgriBm- c,_1T" 1+ ... +co.

2. On commence par résoudre le systeme différentiel honeog@rcalculant la matrice e\ ). On peut
ensuite calculer une solution particuliére du systéme ageond membre mais il est toutefois plus efficace ici
d’observer que I'on dispose d’une solution particulieresgue évidente de I'équation différentielle considérée :
X(t) = —3(cog(t) +sin(t)) (chercher une solution sous la formeos(t) + bsin(t)...).

Résolution du systeme homogéDans le cas particulier que I'on considére, la matrice est

010
A=| 0 0 1
11 -1

et on sait que son polyndme minimal n'est autre qde-T? —T —1 = (T — 1)(T + 1)? (une matrice et sa
transposée ont en effet le méme polyndme minimal et le pahgnthinimal de la matrice compagnon d'un
polyndme unitaire P est précisément P, cf. fiche 3, exerd¢eCn obtient les projecteurs spectramxet 11_;
sur les sous-espaces caractéristiquegAerls) et Ker/A +13)? a partir de la relation de BézogtT + 1)2 —

i(T-1)(T+3)=1:
3 -1 -1

1 1
et TL1:——(A—I3)(A—|—3|3):|3_n-1:_ -1 1 -1
4 4\ 1 21 3

N

1 2

1 1
711:21(A+|3)2:zl 1 2
1 2

Posant N= (A +13)metD=1m —m 1, A=D+N,DN=ND et N° =0 donc
exp(tA) = exp(tD) exp(tN) = exp(tD) (I3 +tN) = (¢ + e '11.1) (I3 +tN)

et finalement
e +3e 2(¢ —et') é—et-2et
exptA) == | &—-et-2tet 2 +et) é—-et+2et
¢-ety2tet 2(é—-et) 43t -2e

La résolution du systéme différentiel homogéne

d
&Z(t) =AZ(t)
fournit 'expression des solutions de I'équation différethe homogéngjéz(t) + gt—zzz(t) - %z(t) —Z(t)=0:

2) = (@43t +2e)20) 12 —e )7(0) + (¢ —e '~ 2 )Z(0)

= %(Z(O) +2Z(0) +2Z'(0))€ + %(32(0) —2Z(0)-Z'(0))et + %(Z(O) —Z'(0))te™



en fonction des valeurs intiales0), Z(0) et Z/(0). On en conclut finalement que les solutions de I'équation
différentielle innomomogéne

d® d? d

Fz(t) + @z(t) - &z(t) —z(t) = codt)
sont les fonctions de la forme

z2(t) = —%(cos(t) +sin(t)) + %(Z(O) +2Z(0)+7'(0))é + %(32(0) —2Z(0)-Z'(0))et + %(2(0) —Z'(0)te .

Exercice 3.*— La solution du systeme différenti@X(t) = AX(t) prenant la valeur Xent = 0 est I'appli-
cation X deR dansR" définie par Xt) = exp(tA)Xo.

La matrice A admet — b pour valeur propre et le sous-espace propre corresponstabiygperplan H de
R" d’équationx; + . .. + X, = 0. Désignant part le projecteur spectral sur H Ker(A — (a— b)), I'endomor-
phisme(l,, — 1) est un projecteur de noyau H et

exp(tA)m=exp(t(a—b))m
puisque At= (a—b)r; il en découle que I'on a
exp(tA) = exp(tA)(11+ (In— m)) = exp(tA) T+ exp(tA) (In — m) = exp(t(a— b)) T+ exp(tA) (In — 1)

et donc
X(t) = exptA)Xo = expt(a—b))Xo
pour tout vecteur X appartenant a I'hyperplan H.

Exercice 4.*— 1. Vérification par le calcul. On peut aussi observer quedarioe A admet O pour valeur propre

1 1
—carKe(A)=R | 1 | —ainsique—9 —car KefA+9I3)=R | 1 | —; latroisieme valeur propr@
1 2

de A est déterminée par la conditier®+ A = tr(A) = —18, soitA = —9, et le polynéme caractéristique de A
estdonc R = —X (X +9)2.
1
2. Le sous-espace propre Kar+ 9l3) est la droite engendrée par le vectqurl | ; il est donc de dimen-
2
sion 1.

3. La matrice A n’est pas diagonalisable puisque la mutiifglialgébrique (2) de la valeur propred est
strictement supérieure a sa multiplicité géométrique (1).

4. Le polyndbme minimal de A ayant les méme facteurs irrébledique R, ma = X(X+9) oump =
X (X +9)2; comme la premiére possibilité impliquerait la diagoratitité de A,my = X (X +9)2.

5. En effectuant la division euclidienne @ +9)? par X, (X 4+ 9)? = X(X + 18) + 81 et donc

1 > 1
Les projecteurs spectraux sur les sous-espaces cariqifssKe(A) et KerA +913)? sont respectivement
111 2 -1 -1
1 1 1 1
711:8—1(A+9|3)2:§ 111 et o=-AA+18)=2| -1 2 -1 |.
111 -1 -1 2

6. La restriction de A au sous-espace caractéristiquéAdegtant identiquement null&”x = x pour tout
x € Ker(A).
La restriction de N= A + 93 au sous-espace caractéristique (et 913)? étant nilpotente d'indice 2,

dhy =g MatNy — g HMlsgNy — o5 L tN)y = e Hy+te XNy
pour touty € Ker(A + 9l3)2.



Nous obtenons finalement ;
gh = éAn1+éAn2 = 7T1—|—e‘9tn2—|—e‘9tt(A + 9|3)7T2.

7. Soitq;(t) la quantité de polluant dans le lag¢ & I'instantt. Durant une durée infinitésimalé,dl circule
par hypothese &lt (resp. &dt) litres d’eau du lac L au lac L, (resp. Lg), lesquels emportent respectivement
ql(t)%/—adt et ql(t)f/—adt grammes de polluant ; dans le méme temps, il erddt @esp. &dt) litres d'eau prove-
nant du lac L (resp. Lg), apportant(t) 2dt + Q3(t)3vadt grammes de polluant. On obtient ainsi
a

v (—=701(t)dt + 4gp(t)dt + 3ga(t)dt),

Qu(t+dt) = qu(t) +dgg(t) = qu(t) +

soit

day(t a
10 _ 3 70,(t) + dault) + 3s(0).
Le méme raisonnement pour les lagsdt Lz conduit finalement au systéme différentiel

q [ @) af -7 4 3 au(t)
| et =gl 2 53 %(t) |.
a(t) 5 1 -6 as(t)

Posant; (0) = q;, les quantités de pollutant a I'instansont données par

aa(t) AL 01 . a 01
Rt) | =e"™| g |=m| g | +e o [lg + A+ 9|3)] ®| o
gs(t) 03 s s

et convergent donc vers
O () Q1 1 [ tG+0s
(o) |=m| g | = 3| Rt |-
s(o) Os 01 +02+03

La pollution tend ainsi a se répartir équitablement entdrlas lacs.

Exercice 5.*— Modélisation On suppose que le volume de chacune des cellules est dpmgtaui permet
d’identifier la concentration et la quantité du composé w#ns.
Les regles de diffusion se traduisent par les relations
dca(t) = —xca(t)dt +ycs(t)dt et dog(t) = xca(t)dt —yca(t)dt,
de sorte que I'évolution des concentrations au cours dudersipgouvernée par le systeme différentiel

diaat)\_ [ —xy \.[ cat)
dt \ ca(t) x -y )'\ct) )
1. Posons M= < ;X xy > La matrice est diagonalisable, de valeurs propres-O(et-y) :

Ker(M):R<y> et Ker(M+(x+y)|3):R<l_l>.

X
Son polynéme minimal est(T + (x+Y)) et les projecteurs spectraux sur les sous-espaces propr@d ket
Ker(M + (x+Y)l3) sont respectivement

1

1
m=——(M+(x+y)ls) et n—(x+y):_m

X+y

9

de sorte que

—t(x+y) _ a—tx+y)
expltM) = 1o+ e 0 T, = 1 < y+xe y(1— e 1) )

X+y\ X(1—e ) x4yet;ty)
pour toutt € R.



Les conditions intiales étant données paf0) = 1 etcg(0) = 0, nous obtenons finalement :

(y+xet0Y)) et cg(t) = ——

- = (1— ety
Xty Xty

Ca (t)

2. La concentration dans la cellule A décroit strictemestjta la valeur limiteca (o) = -2 tandis que

Xty
celle dans la cellule B croit strictement jusqu’a la valémite cg () = 7.

Exercice 6.* — On désigne respectivement pa{(t) et ng(t) le nombre d’individus des espéces A et B a
linstantt.

1. L'évolution des deux populations est gouvernée par Iy différentiel
E< Na(t) ) :A< Na(t) >
dt \ na(t) ng(t) )’
oUA= < 2 ;1 ).Onaainsi

-1
(et ) =er (o) ) = (300 )-

La matrice A est diagonalisable, de valeurs propres 1 es3arlgecteurs spectraux sur les sous-espaces propres
Ker(A —I,) et KerfA — 3l,) sont respectivement

1 1/1 1 1 1/1 -1
"1—‘§(A‘3'2>—§<1 1) e”@—é“*"?)—é(_l 1 )

1<e‘+e3‘ é—e3‘>

donc

et finalement
na(t) = 1508 —50e®, ng(t) = 150" +50e™.

2. L'espéce A est en voie d’extinction puisqog(t) ~ —50e* tend vers—oo lorsquet tend vers+o. Cette
espece disparait en fait dés l'insténtéfini par la conditioma (to) = 0, soitty = % log(3) ~ 0,55.
3. Dans cette deuxiéme hypothése, I'évolution des popustst gouvernée par le systeme différentiel

(i) =e (R )

ouB= ( 11 > En utilisant les calculs de I'exercice 5 (avee y = 1), on obtient

1 -1
na(t) \ _ na(0) ) _ - na(0)
( o (t) > —etB< 5 (0) ) = [mo+e 21y ( 5 (0) )
avecrp = 3(B+3l) et , = —3B, soit
Na(t) = 300— 1002 et ng(t) = 300+ 1002,

4. L'effectif de la population A croit strictement jusqu'a Valeur limitena () = 300 tandis que celui de
la population B décroit strictement jusqu’a la valeur lenmig () = 300 ; les deux populations tendent donc a
s’équilibrer au cours du temps, ce qui traduit bien un fametement en symbiose.

Exercice 7.— 1. La démonstration par récurrence est immédiate.
2. Le polynéme caractéristique de A estTT — 1= (T—&)(T — &) avec

14V6 o _1-V5
2 T2

§= t &



(€ estle fameuxiombre d’'o). En utilisant les relation&(1— &) = &'(1—&’) = —1, on détermine sans difficulté
les sous-espaces propres

Ka@—ﬂg:Ka<i_f £E>:R<i> et mMA—HQ:Km<1_? £?>:R<i/>

et on obtient ainsi

A:P(S g,>P1 avecP:(i i/> et Fflz%s(il gfl>.

Le calcul de la puissanaeéme de A en découle immédiatement :

e oA EE )

0 & IR At S St S
et donc L L
_ & el gty N+l q n+1
= (€M=" = i (@ VBT (1 V).

Exercice 8.— On a

Xn+1 Xn Xo 1 0 1
Vo1 | =A[ ya | =A" yo avec A= 0 1 1.
Zny1 Z; v/ 0 0 2

Il est manifeste que 1 est valeur propre de A, le sous-espapeepcorrespondant étant

1 0
KmAlgR<o)@R<1),
0 0

et la troisieme valeur propre estAr) — 2 = 2, le sous-espace propre correspondant étant

1
Ker(A2I3)R< 1 )
1

La matrice A est diagonalisable. Les projecteurs spectsuxles sous-espaces propres (Rer I,) et

Ker(A — 2I3) sont respectivement
-1
-1 et = A — |3 = ,
0

-1
-1
2

Xn=X+(2"- 12, Yn=Yo+ (2"- Dz, z,=2"2.

O rFr O
[oNeoNe)
o O o
N

1
7T1:—(A—2|3): ( 0
0

de sorte que

OOo+r
(ol N e)

A=m+2", = (

et donc

Exercice 9.* — Désignons respectivement ppr(n) et p,(n) I'effectif des populations rurale et urbaine a
I'annéen. A 'annéen+ 1, ces effectifs deviennent

nm+n=pmn—émm+%mm>etmm+n=pum+§mm—%mmx

(88)-(28) o= 33 2).

soit



La matrice A est diagonalisable, de valeurs prop%'eet 1; les projecteurs spectraux sur les sous-espaces
propres KefA — I,) et Ker(A — %Iz) sont respectivement

4 1 1/1 1 4 1/ -2 1

1
n__
A _rr1+—4nr[%1

et

pour toutn.
Les effectifs a I'anné@a sont donnés par la formule

(R ) (R6)
w6 )= (250 Mo )
lorsquen tend verstco,

La population évolue donc vers une répartition stable erdrees rurales et zones urbaines : les premiéres
sont occupées par un tiers de la population totale initiatesecondes par les deux autres tiers.

et donc tendent vers




