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Structure des endomorphismes nilpotents - Réduite de Jorda

Exercice 1*— 1. La conditionu? = 0 est équivalente a I'inclusion Ifu) C Ker(u). Lendomorphismeu étant
supposé non nul, Kén) est un sous-espace vectoriel strict de E dlg4 {0} ; on a donc

dimKer(u) <dmE=2 et 1<dimIim(u),
ce qui implique que l'inclusion initiale soit une égalitéimdm(u) = dimKer(u).
2. Soite, un vecteur dans E Ker(u) et soite; = u(ez). La famille (e1,e,) est libre : quels que soient les
scalairesiy, A; € K tels queA;e; + Axe; = 0, on obtientAu(ez) = 0 en appliquanti et doncA,; = 0 puisque,
par construction, le vectee = u(e;) est non nul; on a ainsi;e; = 0 et doncA; = 0 par le méme argument

gue précédemment. Nous venons de construire une base des Eadaealle la matrice da est celle que I'on
souhaite puisqua(e;) =0 etu(ey) = €.

e - ([ —a b . . . L.
3. On vérifie immédiatement que les matri es. 4 de déterminant nul sont nilpotentes. Réciproque-
ment, si une matrice non nulle MM»(K) est nilpotente, il découle de la question précédente gxiste une

matrice inversible P- ( 3 g > € Mz(K) telle que PIMP = < 8 é > ; on a alors

o0 1\, 1 —ay a?
M_P<0 0>P _05—Bv<—v2 ay

et M est de la forme annoncée.

Remarque : il serait préférable d’observer qu'une matricecM/,(K) est nilpotente si et seulement si son
polyndme carctéristique est égal & Tc’est-a-dire si et seulement si la trace et le déterminanMdsont nuls ;
il en découle immédiatement que M est de la forme requise.

Exercice 2* — 1. La conditionu? = 0 est équivalente & l'inclusion Ifa) C Ker(u). Lendomorphismeu
étant par hypothése de rangil existe des vecteurs,...,e € E tels que(u(ey),...,u(e)) soit une base de
Im(u) ; comme Infu) C Ker(u), on peut compléter cette derniére en une base de I'espat®@ieb&er(u) —
de dimensiom —r — en adjoignant des vecteurs convenables,...,Vy_r.

2. La famille B= (u(ey1),e1,u(e),e,...,u(e),e,Vr41,...,Va—r) contenantn = dimg vecteurs, il suf-
fit de vérifier qu'elle est libre pour établir qu'il s’agit dw base de E. Etant donnés des scalaires
AL, A M, .. Uner € Kitels que

Ater+...+Are +pgu(er) + ..+ Uru(€ ) + by aVep 1+ UnrVaor =0,

on obtient
Au(er) +...+Au(e)=0
en appliquanti, d'ou A; = ... = A, = 0 puisque la famillgu(e; ),...,u(e)) est libre, puis
pau(er) + ...+ Hru(€ ) + pr Ve g1 4o+ HnrVnr =0
etdoncu; = ... = Un_r = 0; la famille B est libre.

3. Chacun des sous-espacagd) ®Ke, 1<i <r,etKvj,r+1<j<n-r, eststable pau. La matrice de
u dans la base B est par conséquent diagonale par blocs, foeséblocs de taille 2

vat. (we).e)) = (5 3 ).

1<i<r, etdesn— 2r blocs de taille 1
Mat(u, (vj)) = (0),
r¢1<j<n-r.
Remarque. On vient de re-démontrer un cas particulier dorér@e de structure des endomorphismes nilpo-
tents : étant donné un endomorphisme u de E de polynéme nhififmé existe une base de E dans laquelle



la matrice de u est diagonale par blocs et constituée de bdecdordan J(O) de taille p avec pe {1,2};
désignant respectivement pay et n, le nombre de blocs;J0) et %(0), on a en outre

N+ 2n; = dimE et n 4+ np = dimKer(u),
donc p = dimE — dimKer(u) = dimIm(u).
Exercice 3* — 1. La réduite de Jordan d’un endomorphisme nilpotenRéie@st une matrice diagonale par

blocs formeée de blocs de Jordg{®) de taillep < 4. Désignant pan, le nombre de blocs de taillg, une telle
matrice existe si et seulement si

N+ 2+ 3n3+4ns =4,
c’est-a-dire si et seulement(si;, N, N3, Ng) est 'un des quadruplets
(0,0,0,4), (1,0,1,0), (0,2,0,0), (2,1,0,0), (4,0,0,0);

les matrices correspondantes sont

0100 0 00O 0100 0 00O 0 00O
0010 0010 0 00O 0 00O ot 0 00O
0oo001)PL00O012)]’7{0O0O0T1I}|”’]00©O01 0 00O
0 00O 0 00O 0 00O 0 00O 0 00O

2. En utilisant les notations qui précedent, le polyndmeimmah de 'endomorphisme nilpotentest T°, ou
p € {1,2,3,4} estle plus grand entier tel qug # 0. On obtient ainsi respectivement, T3, T2, T2 et T pour
les cinq matrices précédentes et il en ressort que lesénoésiet quatrieme matrices ont le méme polynéme
minimal bien gu’elles ne soient pas semblables.

Exercice 4*— Etant données deux matrices M et dlbnt les polyndmes caractéristiques sont scindés, il a été
démontré en cours que M et Iidont semblables si et seulement si elles ont les mémesegédigtlordan a une
permutation des blocs prés; en particulier, deux matricas forme de Jordan sont semblables si et seulement
si elles sont égales a une permutation des blocs prés.

Soit M une matrice sous forme de Jordan et sdifdvmatrice diagonale définie par la diagonale de M ; M
est bien évidemment sous forme de Jordan. La matrice M étangtilaire supérieure, elle est diagonalisable
si et seulement si elle est semblable a la matri¢e d/aprés ce que I'on vient de dire, cela est le cas si et
seulement si M= M’, donc si et seulement si M est diagonale.

Remarque : étant donnée une matrice M sous la forme de Dudéwdhn : M= D + N, ou D est une matrice
diagonalisable, N est une matrice nilpotente et BNND, la matriceM est diagonalisable si et seulement si
N = 0. Cette condition est bien évidemment suffisante. Pour woallg est nécessaire, il suffit observer que
les matrices M et D commutent et admettent donc une base amraewdiagonalisation ; il en découle que la
matrice N= M — D s’écrit sous forme diagonale dans cette base et doreNpuisqu’'une matrice nilpotente
est diagonalisable si et seulement si elle est nulle.

Exercice 5*— 1. En examinant les blocs de Jordan possibles (cf. exeBgjamn voit qu'il y a trois classes de
similitudes de matrices nilpotentes dang(®) :

010 0 00 0 00
Ploo1|pPtP[0O01]|Ptetf OO0 O],
0 00 0 00 0 00

P € GL3(R). Les polyndmes minimaux correspondant soht T2 et T, de sorte que deux matrices nilpotentes
dans M;(R) sont semblables si et seulement si elles ont le méme polyndimmal.

2. Le polynédme minimal de la matrice A divise son polyndmeactristique et donc est de la forme
(X=A)™ . (X=2Ap)™

avec 1< m; < h; < 3. On en déduit que la réduite de Jordan de la matrice A estit@esde blocs de Jordan
J(Ai), avec 1<k <my (1 <i < p).



Etant donnés € {1,...,p} etk € {1,...,m}, désignons pang(A;) le nombre de blocs de Jordag &)
figurant dans la réduite de Jordan de A. Quel queiseif1l,..., p}, le calcul du polyndme caractéristique

montre que lI'on a
m
> kn(Ai) =hi;
k=1
commem; < h; < 3, les seuls cas possibles sont les suivants :
- m=1m(A)=h;
—m=2,m(A) =1 n(A) =h—m,
—m =3,n3(Aj) = 1,n1(A;) = na(A) =0.
On constate ainsi que la réduite de Jordan de A est totalegderminée par la donnée des entiers
hi,my,...,hp,m, — c'est-a-dire par les polynbmes caractéristique et mihidea A — et toute matrice
B € Mp(R) ayant les mémes polyndmes caractéristique et minimal quéaArg@me réduite de Jordan que A
et donc est semblable a A.

Exercice 6*— 1. Le polyn6me minimain, de I'endomorphisme est scindé puisqu’il divise son polynéme
caractéristique. L'endomorphisnuen’est pas diagonalisable si et seulememhgposséde une racine multiple,
donc si et seulement g, = (T —A)? avecA € R. La réduite de Jordan decontient alors un bloc de Jordan
J(A) de taille 2 et c’est nécessairement I'unique bloc de Jordarpgisse apparaitre pour des raisons de
dimension.

2. Soite, un vecteur de E tel qugi— Aidg)(e2) # 0. Posane; = (u—Aidg) (&), la famille (e, ;) est libre :
en effet, siA; etA, sont des scalaires tels gige; + A»e; = 0, on obtient

0= As(u—Aide)(er) + A2(u—Aide)(€2) = Ax(u—Aide)?(€2) + Ao(u— Aide) (€2) = A2(u— Aide) (e2),
doncA, = 0 puisque(u— Aidg)(e2) # 0, puis
0= )\161 = )\1(U— A |dE)(e2)

et doncA; = 0 pour la méme raison.
La famille (e, &) est ainsi une base de E dans laquelle la matrioeeft 3(A) car

ue) = Aex+(u—Aidg)(e)
= Aexte
et
uler) = Aer+(u—Aidg)(er)
= Aer+ (u—Aidg)*(ep)
= Aer.
3. Les valeurs propres de A sont-la et 1— a; elles sont distinctes si et seulement 8iz20, ce qui est le

cas si et seulement si le corps K n’est pas de caractéristiguisia # 0.
— Sile corps K n'est pas de caractéristique 2 et2i0, la matrice A est diagonalisable et

_ 1+a O 1 11
A_P<0 1—a>P avecP:(1 _1>.

— Si le corps K est de caractéristique 2aet 0, la matrice A n’est pas diagonalisable car le sous-espace

propre KefA — (1+a)l,) est de dimension 1, engendré par le vect(eu% > En appliguant la question

_ l1+a 1 1 a l
A_P<0 1+a>P avecP:<1 0)'

2, on obtient

— Sia=0,A=I,.
La matrice B a une unique valeur propre, en I'occurence 1ljesest donc diagonalisable si et seulement si
a=0.



Sia=# 0, il découle de la question 2 que I'on a

11 a o0
B:P(O 1> avecP:(O )

Exercice 7*— L'endomorphismes = u— Aidg est nilpotent V" = 0.

Pour établir que la famille B= (ey,...,e,) est une base de E, il suffit de vérifier qu’elle est libre. Soien
A1,...,An € K des scalaires tels que

En appliquan¥"1, on obtient
0 = AV He) 4.+ AV Heno1) + AV H(en)
= AV V(@) +.. F AV (V(en)) + AV L en)

puisquev" = 0 et doncA, = 0 puisque, par construction, le vectedr!(e,) est non nul. Un raisonnement
analogue avee"~? conduit ensuite a,_; = 0 et I'on obtient ainsi de proche en proche=Ap_1=... = Ay =

0.

Remarque : on peut, si I'on veut, raisonner par récurrence s> 1. Il n'y a rien a démontrer si n=1
puisqu’alors v= 0 et le vecteur non nuleest une base de E. SiI'on suppose le résultat acquis en diomems

on 'obtient en dimension # 1 grace au raisonnement précédent : partant d'une relatiogdireA;e; +... +
An_16n_1 4 Anen = 0, on obtientA, = 0 en appliquant ¥ et nous sommes donc ramenés a une relation entre
les vecteursg...,e,-1; comme g » =V(e,_1), ..., € = V(&), I'hypothése de récurrence s’applique dans le
sous-espace vectoriel u-stable engendré par ces vectedoneA; = ... = A,_1 =0.

On a par construction

u(en) =Aen+ (u—Aidg)(en) =Aen+en-1, ..., U&) =Aex+ (U—Aidg) () = Aex+ €
et

ule) = Aer+(u—Aide)(er)
= Aer+ (u—Aidg)"(en)
= )\elv
ce qui montre que la matrice dedans la base B est effectivemeptA).

Exercice 8*— La matrice Ac M3(Q) admet manifestement2 pour valeur propre et

1
Ker(A+2l3)=0Q | 0
~1

Les deux autres valeurs propresy sont déterminées par les conditions
X+y—2=1tr(A)=—-6 et —2xy=detA) = -8,

de sorte quex =y = —2. La matrice A n’est donc pas diagonalisable.

Comme
2

0 2
(A+213°=( 0 0 0 |,
-2 0 -2

le polynéme minimal de A egiT + 2)3 et la réduite de Jordan de A contient un bloc de taille 3 ; esileist
nécessairement le seul bloc de Jordan pour des raisons @asian, de sorte que la réduite de Jordan est la

matrice
-2 1 0

R-2=[0 -21
0 0 -2



On obtient une matrice de passage P telle que Rk(—2)P~! en appliquant I'exercice 7 : quel que soit le
vecteure dansQ3 — Ker(A +213)?, la famille (A + 213)%e, (A +2I3)€, £) est une base dg?® telle que la matrice
de passage correspondante P satisfasse a la conditiorevtiduffit par exemple de choisir poarle vecteur

1

0 |, auquel cas

0
2 3 1
P=10 2 O
-2 -3 0
La matrice B admet manifestementl et 2 comme valeurs propres et
1 1
KerB+13)=Q| 0 |, KerB—-2I3)=Q [ 1
1 2

La derniere valeur propneest déterminée par la condition- 1+ 2 = tr(B) = 0, soitx = —1, et la matrice B
n'est donc pas diagonalisable.

Le polynéme minimal de B e + 1)%(T — 2), de sorte que sa réduite de Jordan posséde un {{iRcde
taille 1 et un bloc g(—1) de taille 2, et il n'y a pas d’autre bloc pour des raisons deedision. On obtient
une base de Jordan pour B en choisissant un vecteur peppr&er(B — 2I3) — {0} ainsi qu’un vecteues €
Ker(B + 13)2 — Ker(B + I3) et en posang; = (B + 13)(e3). Comme

-9 0 9
B+13)>= -9 0 9 |,
—-18 0 18
0
on peut par exemple choisir le vectagr= | 1 |, auquel cas
0
2 0 O 110
B=P| 0 -1 1 |PlaecP=| 111
00 -1 210

Exercice 10— 1. La matrice J(A ) s'écrit sous la formeJA ) = Al,+N ot N une matrice nilpotente d’indice
n.Onaalord(A) = Al,+'N et, la matricéN étant nilpotente d'indice, la réduite de Jordan dé(A) n'est
autre que la matrice;dA ), ce qui prouve que les matricegd) et'J(A) sont semblables.

Remarque : il est facile d’établir que la matricg(d ) et sa conjuguée sont semblables sans recourir au théo-
reme de Jordan. Considérons en effet la matéicayant desl sur I'antidiagonale et des zéros ailleurs; si
Ei,...,En sont les n vecteurs de la base canoniquécgeon a par définition

2B =En-ina
pour tout i€ {1,...,n} (C'est-a-direZE; = E,,, ZE; = Ep_1,...,2E, = E;). Comme, par ailleurs,
J(A)Ei =AE +Ei_1 pourtoutic {2,...,n} et k(A)E1 =AE;,
ona
J(A)ZE = K(A)En_it1 = AEn i1+ Enjpourtoutie {1,....n—1} et X(A)En=AE;
et donc
J(A)ZE = AZE; +3Ei,1 pourtoutic {1,...,n—1} et J(A)ZE,=AZE,,
ce gui est équivalent a l'identité
S (M)Z = K(A).
Nous avons ainsi re-démontré que les matrigga Jet'Jc(A) sont semblables.

2. Soit A une matrice dans MC). Il existe une matrice B GL,(C) telle que P AP soit une matrice formée
de blocs de Jordan diagonaux :

P AP = diag(Jp(A)) (1 p)espa) < 2,



ou, pour toute valeur propre € Sp(A), &2, est une certaine famille finie d’éléments de.. . n}.
La matrice'(P~*AP) est égale & dighJp(A))(r pespa)x2,- D'aprés ce qui précéde, il existe pour tout
couple(A, p) € SHA) x 2, une matrice B ) € GLy(C) telle que'Jy(A) = &%p)Jp(A)P(A,p) ; Si I'on pose
Q=diag(P p)) (A, p)espa)x 2, »
alors Q1= diag(P(‘A{m)(,\.p)eSp(A)X% et
‘P IAP) = diag(P;; Jp(A)Pnr p))respa) 2,

= Q tdiag(Jp(A))(r pespa)x 2, Q

= Q'PAPQ=(PQ'A(PQ.
En utilisant 'identité!(P~1) = (*P)~! — que I'on établit en transposant la relation'P = I, —, on obtient
finalement'P)'A(‘*P)~! = (PQ~tA(PQ), soit encore

‘A =S1AS avec S=PQP
et la matrice A est ainsi semblable a sa transposée.




