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Une proposition pour l’examen du lundi 7 janvier 2008

Exercice Soit K un corps commutatif et soit E un K-espace vectoriel de dimension finied. Un endomor-
phismeu de E est ditcycliques’il existe un vecteurx ∈ E tel que la famille(x,u(x), . . . ,ud−1(x)) soit une
base de E ; on dira également qu’un tel vecteurx estcyclique.

Étant donné un endomorphismeu de E, on désigne parmu son polynôme minimal et par Pu son polynôme
caractéristique ; on rappelle que, par convention, le coefficient dominant de Pu est(−1)d.

1. Soitu un endomorphisme cyclique de E.

1.1. Démontrer que, si un polynôme non nul Q∈ K[T] annuleu, alors deg(Q) ≥ d.

1.2. En déduire que l’on amu = (−1)dPu.

2. Soitn un endomorphisme nilpotent de E et soitλ ∈ K ; on poseu = λ idE +n.

2.1. Démontrer que l’endomorphismen est cyclique si et seulement sind−1 6= 0.

2.2. Quel que soitk∈ N, exprimeruk en fonction des puissances den.

2.3. En déduire que l’endomorphismeu est cyclique si et seulement si l’endomorphismen est cyclique.

3. Soit u un endomorphisme de E dont le polynôme caractéristique est scindé sur K. Quelle que soit la
valeur propreλ ∈ Sp(u) deu, on désigne E(λ ) le sous-espace caractéristique deu associé àλ et on noteπλ
le projecteur spectral sur E(λ ).

3.1. Soitλ ∈ Sp(u). Si l’endomorphismeu est cyclique, démontrer que sa restriction au sous-espace
caractéristique E(λ ) est un endomorphisme cyclique de E(λ ).

3.2. Étant donné un sous-espace vectoriel F de E stable paru, démontrer que F= E si et seulement si
πλ (F) = E(λ ) pour toute valeur propreλ ∈ Sp(u).

3.3. En déduire que, si la restriction deuà chaque sous-espace caractéristique E(λ ) est un endomorphisme
cyclique de E(λ ), alorsu est un endomorphisme cyclique. (Indication éventuelle : considérer un vecteur de
la forme x= ∑λ∈Sp(u) xλ où, pour toutλ , xλ est un vecteur cyclique deE(λ ).)

4. Soitu un endomorphisme de E dont le polynôme caractéristique est scindé sur K. Démontreru est un
endomorphisme cyclique si et seulement simu = (−1 dPu.


