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Une proposition pour I'examen du lundi 7 janvier 2008

Exercice Soit K un corps commutatif et soit E un K-espace vectoriel ideedsion finied. Un endomor-
phismeu de E est dittycliques’il existe un vecteux € E tel que la famille(x,u(x),...,u"1(x)) soit une
base de E; on dira également qu’un tel vecteastcyclique

Etant donné un endomorphismele E, on désigne pan, son polyndme minimal et pagRBon polynéme
caractéristique ; on rappelle que, par convention, le aieffi dominant de Pest(—1)¢.
1. Soitu un endomorphisme cyclique de E.
1.1. Démontrer que, si un polyndéme non nuk@ [T] annuleu, alors degQ) > d.
1.2. En déduire que l'ona, = (—1)9P,.
2. Soitn un endomorphisme nilpotent de E et sbit K ; on poseu= Aidg +n.
2.1. Démontrer que 'endomorphismeest cyclique si et seulementrst—1 £ 0.
2.2. Quel que sok € N, exprimeru* en fonction des puissances nle
2.3. En déduire que I'endomorphisraest cyclique si et seulement si I'endomorphismest cyclique.
3. Soitu un endomorphisme de E dont le polyndme caractéristiquecasiés sur K. Quelle que soit la

valeur propred € Sp(u) deu, on désigne EA ) le sous-espace caractéristiqueudessocié a et on notery,
le projecteur spectral sur(k).

3.1. SoitA € Spu). Si 'endomorphismeu est cycliqgue, démontrer que sa restriction au sous-espace
caractéristiqgue B ) est un endomorphisme cyclique déAB.

3.2. Etant donné un sous-espace vectoriel F de E stable, pl@montrer que F= E si et seulement si
m, (F) = E(A) pour toute valeur propré € Sp(u).

3.3. En déduire que, si larestrictiondé chaque sous-espace caractéristigue) Est un endomorphisme
cyclique de EA ), alorsu est un endomorphisme cycliquéndication éventuelle : considérer un vecteur de
la forme x= ¥ cspu) Xy OU, pour toutd, x, est un vecteur cyclique d&A).)

4. Soitu un endomorphisme de E dont le polynéme caractéristiquecextés sur K. Démontreu est un
endomorphisme cyclique si et seulemenngi= (—1 9P,.




