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KHOLLE 12 - MERCREDI 12 DECEMBRE 2007

Question de cours— Soit f une fonction d&R dansC, 2r-périodique et intégrable.

1. Donner I'expression des coefficients de Fourier régle(b,) et complexesq,) de f. Comment lit-on
sur ceux-ci que la fonctioih est paire ou impaire ?

2. Sous quelles hypothéses peut-on affirmer fjest la somme de sa série de Fourier ?

Premier exercice— Soit f la fonction réelle 2-périodique dont la restriction & I'intervall8, 271 est définie
par f(x) = I

1. Calculer les coefficients de Fourier fie

2. En déduire la somme des sé@%og;—f; ety o1 %

Deuxiéme exercice— Soit f une fonction 2-périodique de classe'COn note respectivement, et ¢, les
coefficients de Fourier d’indice c Z de f et def’

1. Exprimerc, en fonction dec, et en déduire que la sérjg,.; n?|cn|? converge.
2. Soit N> 1 un entier naturel. Etablir I'inégalité

2
1
1<fT<N 1<fT<N 1<fT<N

3. Déduire de ce qui précéde que la sétjg; |cn| converge et démontrer la majoration

T
3. Ical < [col + =1 ],

nezZ \/§

i
2

ou || ]| = (5 /T | /(D) ) .

Troisiéme exercice— Etant donné un entier natungl on désigne par,Sa somme partielle d’ordra de la
série de Fourier de la fonctiohconsidérée a I'exercice précédent.

1. Que peut-on dire de la convergence simple (resp. unifod®éa suite de fonction&S,) vers f ?
2. Soitn > 1. Vérifier que, pour tout € R — 271Z, la dérivée de la fonction,Sau pointx est

cos(—“‘?“) sin(%)
sin(3)
En déduire I'abscissg, du premier maximum de la fonctiorn, Sur [0, +oo|.

3. Ecrire $(x,) comme une somme de Riemann pour une fonction continue cableesur|0, 1. En
déduire que la suite (Bx,)) converge et déterminer sa limite.

SH(x) =
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Question de cours— Soit .# I'espace vectoriel complexe des fonctiohs R — C, 2r-périodiques et
intégrables.

1. Rappeler comment on définit un produit scalaire.gur

2. Quel que soit I'entier relatif € Z, on désigne pag, la fonction surR définie pare,(x) = €™. Montrer
que la famille(e,)nez d’éléments de# est orthonormée.

3. Soit f € .#. Exprimer les coefficients de Fourier complexesfda I'aide du produit scalaire puis
démontrer que, pour tout NN, la somme partielle $de la série de Fourier deest le projeté orthogonal
de f sur le sous-espace vectoriel \= Vect(e_y, ..., ey) de.#. Comment peut-on en déduire I'inégalité de
Bessel ?

Premier exercice— Soit f la fonction réelle 2-périodique dont la restriction a l'intervalle- r, 11 est
définie parf (x) = sin(3).
1. Calculer les coefficients de Fourier e

z . 7. —1)n 2
2. Déterminer la somme des sérigs. % etyn>1 m.

Deuxieme exercice— Soit f une fonction continue 72-périodique suiR. Quel que soih € Z, on désigne
parc, le coefficient de Fourier dé d’'indice n.
Démontrer que estr-périodique si et seulementgj = 0 pour tout entien impair.

1-acogx)

Troisiéme exercice— Soita €] — 1, 1] et soitg la fonction définie suR parg(x) = T Zacosx) (&

1. Démontrer que, pour toute R,
Z a"cognx) = g(x)
n=0

puis en déduire le développement en série de Fourigr de
2. Soitf une fonction intégrable et2périodique suiR. On définit la fonctiorh surR par

h(x) = /(;zng(x—t)f(t)dt.

Démontrer qué est la somme d’une série trigonométrique normalement cgexée ; en déduire qu'il s'agit
d’une fonction continue et déterminer ses coefficients deiEo

3. SoitA € R. Déterminer I'ensemble des fonctiofis R — C intégrables et #-périodiques telles que

NG 2 cognx)
=2 [ QJ(X—t)f(t)O'“rnZl 2

pour toutx € R.
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Question de cours— Soit f : R — C une fonction 2r-périodique et intégrable.
1. Donner I'expression des coefficients de Fourier régl®(b,) et complexesdy) de f.

2. Rappeler I'égalité de Parseval. En déduire que, si eflecgginue et si tous ses coefficients de Fourier
sont nuls, alors la fonctiom est identiquement nulle.

3. Que peut-on dire de deux fonctions continuesrep&riodiques ayant les mémes coefficients de Fou-
rier ?

Premier exercice— Soit f la fonction réelle 2Z-périodique dont la restriction & I'intervall8, 271 est définie
par f(x) = x2.

1. Calculer les coefficients de Fourier e

2. En déduire la somme des sérgs. ety -1 .

Deuxieme exercice— Soitk € R. Résoudre I'équation différentielle suivante :

d? ,d ® cognx)
e Y

Troisiéme exercice— Soit f : [0, 7 — R une fonction de classe’Gelle quef(0) = f(m) = 0.
1. Montrer que I'on peut prolongdr en une fonction impaire, continue etrpériodique suiR.

2. Soientay, by, les coefficients de Fourier deet soienta;;, b, ceux def”. Exprimerb], en fonction deb,
et déterminer, etaj;.

3. Etablir la majoration
b//
sup [0/ < 5 1o
x€[0,7 ncZ—{0} n

puis en déduire la majoration

Tl'2
sup [f(x)| < —=I|f"]],
xe[0,m 3\/3

1
ot || ]] = (g /5 " (1)[ctt) 2.



