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Question de courg(5 points) —

1) Soit(z,) une suite de nombres complexes. Démontrer que la $§dg converge si et seulement si les
séries réelle§ ,Re(z,) ety ,,Im(z,) convergent.

2) Enoncer la régle d’Abel pour la convergence des sériesngies et donner un exemple de série alternée
convergente mais non absolument convergente.

Premier exercice(6 points) —
1) Démontrer que la sérig,% est absolument convergente pour tout nombre compexe
2) Démontrer que la fonction

+o0
C—C, z— ZO_I
Lol

est continue.lfdication : on pourra commencer par établir la majoratjén+ )" — 2" < nlg|(|z] + 1)" pour
tousne Netz e € Cavecle| <1.)

Second exercicg9 points) — Soientun) et (v,) deux suites de nombres complexes. On suppose que

(i) la sériejug — ug| + |ug — Up| + ...+ |uy — Un—1| + ... €St convergente ;
(ii) la suite (31 Vn) . €St bornée.

On pose
~+0o0
n=m+1
1) Etablir I'identité
N N—1
> UnVn =3 (Un—Un+1)Vn+UnVn
n=0 n=0

pour tout entier N> 1. (Indication: écrirev,, sous la formes, =V, — V-1 pourn>1.)

2) Déduire de ce qui précédetle@oréme d’Abel sous les hypothéses initiales sur les suitges et (v,), la
sériey , unVn Cconverge et sa somme est majorée pesih,-q|Vn|.

3) En guise d'application, démontrer la regle d’Abel surdawergence des séries alternées.
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Question de courg(5 points) —

Enoncer et démontrer la régle de comparaison séries-aisgr

Premier exercice(6 points) —

. . 2o 1

Etudier la convergence de la S€JIg q5orm -
Second exercicg9 points) — Soientu,) et (v,) deux suites réelles & termes positifs telles gue v, lorsque
n tend verstco.

1) On suppose que la séiyg, v, diverge.

(i) Quel que soit I'entieng, vérifier que

lorsque N tend versg-oo,
(if) Démontrer que la séri§ ,u, diverge et que
N N

ZUHNZV,]

n=0 n=0
lorsque N tend vers-co.
2) On suppose que la séigg, v, converge. Démontrer qu'alors la séfigu, converge et que

+oo +o0
2 U~ 3 Vi
n= n=
lorsque N tend versg-oo,

3) En guise d'application de ce qui précéde, on va établiglebppement asymptotique

N
1 1 1
= =log(N — 40| —
3 5 =100+ 5o )
lorsque N tend vers-oo, ou y est un nombre réel (leonstante d’Euléx.
(i) Démontrer que
N +oo
1 1 1
— ~log(N) et — ~—
nZl n g( ) n;\l n? N
lorsque N tend vers-o. (Indication: comparer ces séries a des intégrales).
(i) En utilisant la suiteu, = % — (log(n) —log(n— 1)), déduire des questions précédentes le développement

asymptotique annoncé pogify ; 1.






Math IlI-Analyse - Automne 2007 Université Claude Bernard Lyon 1

KHOLLE 4 - MERCREDI 17 OCTOBRE 2007

Question de courg(5 points) —

SoitQ un ouvert deR et soit( f,)ney UNE suite de fonctions définies Sira valeurs réelles.
1) Que signifie I'expression « la suifé,) converge uniformément vers une fonctibnQ — R » ?

2) On suppose que la suitd,) converge uniformément vers une fonctibn Q — R. Démontrer que, si
chacune des fonctionfg est continue, alors la fonctiohest continue.

Premier exercice(7 points) —

1) Etudier la convergence de la série complg}qér;.
2) En admettant le développement asymptotique

= log(N 1
3 =100 v+ o1

lorsque N tend vers-o, ou y est un nombre réel (laonstante d’Euley, calculer la partie réelle du nombre
in
complexeyy_; &.

Second exercicé8 points) —

1) Ecrire le développement de Taylor a I'ordren 0 de la fonction arctdr) et expliciter le reste sous forme
intégrale.

2) Quel que soik € [0,1], démontrer que arctéx) est la somme de sa série de Taylor en 0, c’est-a-dire
+o0

1
arctar{x) = ' Harctarﬁn)(O)x”.
n=0""






