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KHOLLE 5 - MERCREDI 24 OCTOBRE 2007

Question de courg(5 points) —

Soit (fy) une suite de fonctions complexes définies et continues sauvertQ deC.
1) Si la suite( f,) converge uniformément, démontrer que sa linfieest une fonction continue.
2) Enoncer le critére d’Abel pour la convergence de la sgfig; fn.

Premier exercice(8 points) — Soit( f,)nen Une suite de fonctions réelles définies sur un intervalle R ag
convergeant simplement vers une fonction rééltir .
(i) On suppose que
X<y = fo(x) < fa(y)
pour tousx,y € | et toutn € N.
Démontrer que
x<y = f(x) < f(y)
pour tousx,y € I.

(i) Supposons maintenant que
x<y= fn(X) < fn(y)
pour tousx,y € | et toutn € N.
A l'aide d’'un exemple, justifier que I'applicatioh peutne pasétre strictement croissante.
Qu’en est-il si la convergence est uniforme ?

(iii) Soit f une fonction réelle définie sii telle que
f(0) :Ii+m f=limf =0.
Démontrer que la suite de fonctions réel(dg)nen- définies parf,(x) = f(nx) converge vers simplement

vers 0.
Démontrer que la convergence de la syitg est uniforme si et seulement &i= 0.

Second exercicg7 points) — Etudier la convergence de la suite de fonctions

X +— % (neN).
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KHOLLE 5 - MERCREDI 24 OCTOBRE 2007

Question de courg(5 points) —
1) Définir les notions de convergence normale et de conveegeniforme pour les séries de fonctions.
2) Démontrer que si une série de fonctions est normalemeneogente, elle est converge uniformément.

Premier exercice(8 points) — Soit f,)nen Une suite de fonctions réelles définies et dérivables surtanvalle
[a,b] deRR.
On suppose que cette suite converge simplement vers O béxgjste une constantd € R, telle que
[fa()I <M
pour toutx € [a, b] et toutn € N.

(i) Soit € un nombre réel strictement positif. Démontrer qu'il existe entier naturek et une partition
a=Xp <X <...<X1=bde l'intervalle[a,b] tels que la condition suivante soit vraie sur chaque intierva

(X, Xit1] :
e Xl Ve N, [fa(t) = fax)| < 2.
(i) Soit € un nombre réel strictement positif. Démontrer qu'il exigteentier naturel N tel que
n>N = Vxeab|, [fa(X)| < €.

Déduire de ce qui précéde que la syitg) est uniformément convergente.
Second exercicg7 points) — Etudier la convergence de la suite de fonctions

fhn it R — R
3
X — Z2a (neN-—{0}).
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Question de courg(5 points) —
1) Enoncer et démontrer la régle de comparaison sérieralgsg
2) Enoncer le théoréme de dérivation des suites de fonctions

Premier exercice(8 points) — Soitf une fonction réelle définie et continue fRutelle qu’il existe un nombre
réelM € R satisfaisant a la condition suivante :

vk YER, [f(x+y) - f(x)— f(y) <M.

Soit (fn)nen la suite de fonctions réelles définie patx) = 2—1nf(2”x).
(i) Démontrer que fn,1(x) — fa(X)| < 5Mz pour toutx € R et toutn € N.

(i) Démontrer que la suit¢f,)nen converge uniformément vers une fonction contirgu€ue I'on ne de-
mande pas d’expliciter.

(iii) Démontrer queg(x+Yy) = g(X) +g(y) pour tousx, y € R. En déduire qug(AX) = Ag(X) pour tous
AeQ,xeR.

(iv) Déduire de ce qui précéde gu'il existe un nombre cé&tl que
g(x) = ax
pour toutx € R. (Indication : on rappelle que tout nombre réel est la limiteé suite de nombre rationnéls.

Second exercicg7 points) — Etudier la convergence de la suite de fonctions

x +— cos(7%) (neN).




