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KHOLLE 6 - MERCREDI 31 OCTOBRE 2007

Question de cours(5 points) — Soit(a,) une suite de nombres complexes.

1) Donner la définition du rayon de convergence R de la sétiérery ,a,2", a, € C.

2) Démontrer que la sérig,anz" est normalement convergente sur tout disque febif@r) contenu dans
le disque ouvert [0, R). Que peut-on en déduire quant a 'ensemble des nombres exasppour lesquels la
série numeriqug , ant" converge ?

Premier exercice(4 points) — Quel que soit I'entier naturel> 1, on définit une fonction réell&, surR par
X
N2 + X
Etudier la convergence de la séfief, sur [0, 4]

Deuxiéme exercicd5 points) —
1) Démontrer que la série de terme géngﬁé_kn est convergente.

2) Décomposer la fraction rationneljigi—T en éléments simples.

3) On rappelle que la série harmonique alterfige; % converge et a pour sommelog(2). Calculer la
somme de la Sri§ .1 75—

Troisiéme exercice(6 points) — Soit( fy)n>0 Une suite de fonctions continues 1] dansR. On suppose
que cette suite converge simplement vers 0 et que, pour ¢dntbp< [0, 1], la suite( fr(X))n>0 est décroissante.
Le but de cet exercice est de démontrer que la $dig-o convergeuniformémenters 0 sur0, 1].
1. Justifier les deux faits suivants :
(a) pour touin > 0, il existe un poink, € [0, 1] tel que :fn(Xn) = SUBcp 1 fn(X)
(b) il existe une sous-suite,, k>0 de (Xn)n=0 admettant une limit& < [0, 1].
2. Pourquoi la suitéf,(xn))n>0 admet-elle une limité ?
3. Démontrer que

fa(X) > ¢
pour tout entier naturai et conclure la preuve.
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Question de cours(5 points) — Soit( f,) une suite de fonctions réelles définies et continues sur gmeset
[a,b] deRR.

1) Rappeler la définition de la convergence uniforme pouétgesie fonctions , f,.

2) On suppose que la séryg, f, converge uniformément sia, b] vers une fonctiorf. Justifier I'existence
de I’intégralef: f(t)dt puis démontrer que c’est la somme de la série

> /a "t (et

Premier exercice(4 points) — Quel que soit I'entier natune) on définit une fonction réelle slit par f,(x) =

cos(#%;). Etudier la convergence de la suiti) surR.

Deuxiéme exercice6 points) — 1) Ecrire le développement de Taylor a I'ordren 0 de la fonction arctdr)
et expliciter le reste sous forme intégrale.

2) Démontrer que la série entiére
+0o 1
Y —arctad” (0)x"
Lon!
converge uniformément vers la fonction arctan sur toutvalée borné deR.

3) Démontrer l'identité
w 1 1 1

= -1)" =1--+—-+....
nZO( ) 2n+1 3 + 5 +

N

Troisieme exercice(5 points) — Soit(u,) une suite de fonctions continues g0rl]. On suppose que cette
suite satisfait aux deux conditions suivantes :

1. elle est uniformément bornée : il existeXMO tel que|un(X)| < M pour tout entier natureh et tout point
xe€[0,1];

2. elle converge uniformément vers 0 sur teegmentontenu dan$0, 1].

On posef,(x) = xu,(x). Démontrer que la suite de fonctiof,) converge uniformément vers 0 g0r1].
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Question de cours(5 points) — Enoncer et démontrer la régle de comparaisae ane série et une intégrale.

Premier exercice(4 points) — Quel que soit I'entier natune) on définit une fonction réellé, sur]0, 1] par
n(x3 4 x)e™
f(x) = NOCEX)ET
nx+1
Etudier la convergence de la suite de fonctiohg sur]0, 1], puis surd, 1] avecd > 0.

Deuxiéme exercicg6 points) — Quel que soit I'entier naturel> 1, on définit des fonctions réelldg et g,
sur[0,1] par

1+ sinx sinx
fa(X) = t X)=——7+—.

n() X_|_1/n7 gﬂ() X—|—1/n

Démontrer que la suite de terme gén@fgafn(x)dx tend verst-co.
Déterminer la limite (simple), notég de la suite de fonction&p).
Démontrer que la convergence (@g) versg est uniforme sufd, 1] pour toutd > 0.
Démontrer que la suite de terme géngfgagn(x)dx converge vergolg(x)dx.
Donner un équivalent simple gé fn(x)dx lorsquen tend verstco.

akrwbdpE

Troisieme exercice(5 points) — Soit(P,) une suite de polyndmes qui converge uniformément vers ure fo
tion f surRR.

1) Démontrer qud est aussi un polynéme.

2) Le résultat précédent reste-t-il vrai si I'on rempld&@ar un intervalle borné (penser aux séries de Tay-
lor..)?






