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Question de courg(5 points) — Soit(a,) une suite de nombres complexes.
1) Donner la définition du rayon de convergence R de la sétiérery ,anZ".
2) Démontrer que la fonction

—+o00
{zeC, [ <R} = C, z—  an?’
n=0

est dérivable.

. . . P o ye — n . Ve
Premier exercice(4 points) — Démontrer que la série de terme gen%}% converge uniformément sur
tout disque fermé contenu da@is- N mais qu’elle ne converge absolument en aucun poirit.de

Deuxiéme exercicg6 points) — Etant donné un entier natureb 1, on définit une fonction réell&, sur
R —{~1,1} par fa(x) = 5.

1) Démontrer que la série de fonctiofg f, converge simplement sii-- 1, 1].

2) Démontrer que la fonction réelle définie sur l'intervallg — 1, 1] par

f0 =Y f(x),
n=1
est continuement dérivabldn(ication : étudier la convergence sur un segment contemsf— 1,1][.)
3) Démontrer qud (x) tend vers+o lorsquex tend vers 1 dans— 1,1].

Troisiéme exercice(6 points) — Soita, le n-éme coefficient de Taylor de la fonctiafil — x en 0.

1) Etablir linégalité/I—t < 1+ SN_; ast" pour tout entier naturel N et tout [0, 1].

2) Démontrer que la sérig,-oa,Xx" est uniformeément convergente s0rl).

3) Déduire de ce qui précéde qu'il existe une suite de polw®oonvergeant uniformément vers la
fonctiont — +/t sur|0,1].

4) Déduire de ce qui précede qu'il existe une suite de poly®oonvergeant uniformément gurl, 1]
vers la fonctiort — [t|. (Indication :|t| = V12.)
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Question de cours(5 points) — Soienta,), (a;,) deux suites de nombres complexes. On désigne respecti-
vement par R et Res rayons de convergence des séries entigresz’ ety a,2". Démontrer que le rayon
de convergence de la série enti§da, + a;,)Z" est supérieur ou égal a njiR, R’).

Premier exercice(5 points) — Quel que soit I'entier natunelon définit une fonction réell§, sur le segment
| = [0, 3] par fa(t) = (sint)".

1) Déterminer la limite simple de la suite de fonctidgris).

2) La suite de fonctionéf,,) converge-t-elle uniformément sur le segment | ?

3) Démontrer que la suite de terme général

n

/0 * (sint)"dt

converge vers O.lifdication : étant donné un nombre réel> 0, estimer séparément les intégrales sur
[0,7 —¢] etsur[F —¢&,7].)

Deuxiéme exercicg5 points) — Etant donné un entier naturel 1, on définit une fonction réell&, sur
[0, 40 par fa(X) = (—1)"&

n+x-*
Démontrer que la série de fonctioRg f, converge simplement ; on po$éx) = 3, fa(X).

Démontrer que la fonctio est continue sui0, +oo[ et dérivable suj0, +oo].

Troisiéme exercice(6 points) — Soit( f,) une suite uniformément convergente de fonctions réellésieg
et continues suR. On suppose qu'il existe une fonction positiysurR telle que :

() [fa(t)| < g(t)| pour tousne N, t € R;

(ii) I'intégrale impropre

+o0
/ g(t)at
est convergente.

Soit f le limite de la suitg f,). Démontrer que l'intégrale impropre

/+°° F(t)at

est convergente puis que I'on a
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Question de courg5 points) — Soit( f,) une suite de fonctions réelles définies et continues surgmeset
[a,b] deR. On suppose que la série de fonctignsf, converge uniformément sia, b] vers une fonctior.
Justifier I'intégrabilité dey sur[a, b] puis démontrer que la série

;/ab Fat)cl

converge verg, g(t)ct.

Premier exercice (5 points) — Quel que soit I'entier nature] on définit une fonction réelld, surR par
f (X) __ arctar{x)
n x+nZ *

Démontrer que la série de fonctiofg f, est uniformément convergente.

Deuxiéme exercicg5 points) — Soity , a, une série réelle convergente. Démontrer que la série dédosc
Y nanX" est uniformément convergente sur tout segment contenu[@ds

Troisiéme exercice(6 points) — Soienfu,) et (v,) deux suites de nombres réels. Quel que soit I'entier

naturel N, on pose
N

VN = n;vn.

1) Etant donnés deux entiemsn tels quem > n+ 1, établir I'identité

m m
> U= Y Vi(U—Uk1) +Un1Vn+ Uni1Vim.
k=n+1 k=n+1

(Indication : écrire y sous la formé&/y — Vy_1.)

Faisons maintenant les hypothéses suivantes :
— la suite(un) est décroissante et elle converge vers O;
— la suite(V,) est bornée.

2) En utilisant la question précédente, démontrer que te (SE[Q'ZO ukvk)
chy.
3) Conclure.

NeN satisfait au critére de Cau-
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Question de courg(5 points) — Soit( f,,) une suite de fonctions réelles définies sur un intervalleRde
1) Donner les définitions de la convergence uniforme et dergargence normale de la série de fonctions

Shfn

2) Démontrer que la convergence normale implique la coeverg uniforme.

3) Donner un exemple de série de fonctions uniformémentargente mais non normalement conver-
gente.

Premier exercice(6 points) —
1) Démontrer que la série

est uniformément convergente $0rl] et déterminer sa somme.
2) Démontrer l'identité

fation . d 1
(Indication : g arctan(x) = =)

Deuxiéme exercicg5 points) — Soit( f,) une suite de fonctions réelles définies Kud|. On suppose que
cette suite converge simplement vers une foncfiaur |0, 1] et que la convergence est uniforme sur tout
segment contenu daf3 1].

Si la suite( fy) ne converge pas uniformément vdrsur |0, 1], démontrer qu'’il existe une suite,) de
points dej0, 1] tendant vers 0 et tels qué&(x,) — fn(X,)| ne tende pas vers 0.

Troisieme exercice(5 points) — Etant donné un entier naturel 1, on définit une fonction complexk
surC par fo(2) = <.

1) Déterminer 'ensemble des= C en lesquels la série de fonctioRig f, converge simplement.

2) Soite un nombre réel strictement positif. Démontrer que la sé&iéodctionsy , f, converge unifor-

mément sur le sous-ensemHBlec C | :1(z) <0, |z > €} deC.



