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KHOLLE 8 - MERCREDI 14 NOVEMBRE 2007

Question de cours(5 points) — Donner la définition de I'exponentielle comp@exp, la justifier (préciser
le domaine de définition), et démontrer que, pour aus € C,

exp(z1) exp(z) = exp(zy + ).

Premier exercice(6 points) — Déterminer le rayon de convergence des séri@ésemnsuivantes :
n n
> In(n)Z" 223%122

n
S nanZ", ol (an)n>0 est une suite périodique non identiquement nulle.

Deuxieme exercicg4 points) — Soit(a,)n>0 une suite réelle décroissante qui converge vers 0 et tedle qu
Y nan diverge. Déterminer le rayon de convergencedanz”.

Troisieme exercice(5 points) — On considére la série entigrg. , (nf—"l)n

1. Quel est son rayon de convergefR2En tout poink ou la série converge, on po$&x) =5, (nf"—lm
2. Montrer que la convergence est normale[stR R].
3. Montrer quef est dérivable sur— R, R[ et calculer sa dérivée.

4. En déduire une expression simplefdguis la valeur de la somme suivante :
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Question de courq5 points) — Soitl un intervalle deR contenant 0 et soit une fonction réelle définie sur
R. On suppose qué est indéfiniment dérivable suiret qu’il existe une constantd > 0 telle que, pour tout
X € |, pour toutn € N,

[F Y (x)] <M.

Montrer quef est développable en série entiére lsubonner des exemples d’application de cette propriété.

Premier exercice(6 points) — Déterminer le rayon de convergence des séri@grensuivantes :
a

1 1\" N
Zmz" Z (cosﬁ> Z'ollac R

n n

S V22 o0 Ex) est la partie entiére du nombre réel
n

Deuxiéme exercicg9 points) — Soit(ay)n>0 Une suite de réels. On suppose que la série erfigagx" a
un rayon de convergence égal a 1 et, poaf — 1,1], on notef (x) = 3 anx".
0

n=
1) On suppose que la séfyg a, converge et on pode, = ¢, a (reste d’ordren).
(i) En observant que, = R, — R, 1, établir I'identité

N+p N+p
Z\‘ anXI’] — % Rn(Xn _ Xl’l—l) + RNXN o RN+p+1XN+p
n= =N+1
pour tousx € [0,1],N, p € N.
(ii) Déduire de ce qui précéde la majoration

N+p

2,
n=
pour tousx € [0,1], N € N.
(iif) En appliquant le critére de Cauchy, montrer que laeséle fonctionsy,a,z" est uniformément

< 3sup|Ry|

n>N

convergente sub, 1] et en conclure quef(x) e zoan.
— n=

2) On suppose que la séiyg, a, diverge et, pour tout > 0, a, > 0. Montrer que f (X) — +co.

X—1-
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Question de courg(5 points) — Soitl un intervalle deR contenant 0O et soit une fonction dd dansR. On
suppose qué est développable en série entiére. Rappeler ce que ceffiesigis donner, en la démontrant,
I'expression des coefficients de ce développement.

Premier exercice(6 points) — Déterminer le rayon de convergence des séri@grensuivantes :

) Inn 2
;&n(zn_n)z” ;n!z”

Z anZ" ol (an)n est une suite complexe admettant une lindigé 0.
n

Deuxiéme exercice(4 points) — Soit(ay)n>0 une suite de nombres complexes. On ngte rayon de
convergence de la série entigfgan,z'. On supposdRk > 0. Déterminer le rayon de convergence des séries
entiéres suivantes :

. . an
Zanz'f’n oupeN Zﬁz”.

Troisiéme exercice(5 points) — Soientan)n>o0 et (bn)n>0 des suites complexes. On nd®g le rayon de
convergence d§,a,z" etR; celui dey ,b,Z".
Pour toutn, on notec, = aybn. Montrer que le rayon de convergeriRede la série entiérg ,c,z" vérifie :

Re > RaRb.

Montrer par des exemples qu'il peut y avoir égalité ou non.



