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Question de cours(5 points) — Donner la définition de I'exponentielle comp@exp, la justifier (préciser
le domaine de définition), et démontrer que, pour aus € C,

exp(z1) exp(z) = exp(zy + ).

Premier exercice(5 points) — Déterminer le rayon de convergence de la sétierery Tilx” et calculer
sa somme aux points de-o appartenant a son disque de convergenicelidation : calculer d’abord la
somme de la série entiefg, X" .

Deuxiéme exercicg5 points) — On considere la suife,)n>o définie par récurrence a partir dg € R>o
par
a1 = log(1+an).

1. Démontrer que la suit@,) est décroissante et en déduire qu’elle converge vers unneoréél/ que I'on
déterminera.

2. Déterminer le rayon de convergence de la série enfigegx" (Indication : on pourra commencer par
prouver g1 ~ a, lorsque n tend vers l'infin)

Troisieme exercice(5 points) — On considére I'équation différentielle

(1+X)y' +2xy —2y=0, y(0) =1,y (0) =1

et on cherche ses solutions développables en série entigmesinage de O.
On suppose qu'il existe une solutigrde cette équation telle quex) = 5 ,anx" sur un intervalle ouvert
contenant 0, olia,) est une suite de nombres réels.
1. Montrer queag = a1 = @z, a3 = 0 et(n+ 1)an, 2+ (n— 1)a, = 0 pour toutn > 2.
2. Montrer que, pour toyp > 1,
(_1) p+1
ap=-—"—.
2P op—1

3. Déterminer le rayon de convergence de la sgrianx".
4. Que peut-on conclure de ce qui précede quant aux soldmhéquation différentielle considérée ?
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Question de courg5 points) — Soit | un intervalle d& contenant O et soit une fonction réelle définie sur
R. On suppose qué est indéfiniment dérivable suiret qu’il existe une constante M O telle que, pour tout
X € |, pour toutn € N,

[F V()] <M.

Montrer quef est développable en série entiére sur |. Donner deux exsmjalpplication de cette propriété.

Premier exercice(5 points) — Déterminer le rayon de convergence de la sétierery , n’x" et calculer sa
somme. [ndication : pour le calcul de la somme, écriré sous la forme (n— 1) +n.)

Deuxiéme exercicg5 points) — Etant donné un entier naturglon désigne paa, le nombre de couples
(x,y) € N? tels que 3+ 5y = n. Calculer le rayon de convergence et la somme de la sérireptja,z".
(Indication : calculer la série entiére produit dg, x3" et Sn XN

Troisieme exercice(5 points) — On considére I'équation différentielle
AX(1—X)Y' +2(1-3x)y —2y=0

et on cherche ses solutions développables en série entigtesinage de O.
On suppose qu'il existe une solutigrtelle quey(x) = S ,anX" sur un intervalle ouvert contenant 0, ou
(an) est une suite de nombres réels.

1. Montrer que, pour tout > 0, (2n? +3n+ 1)ag, = (2% +n+ 1)ay.
2. Quel est le rayon de convergenceXj@,x" ?
3. Que peut-on conclure de ce qui précéde quant aux solu®héquation différentielle considérée ?
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Question de cours(5 points) — Soitlr un intervalle deR contenant 0 et soit une fonction dé dansR. On
suppose qué est développable en série entiére. Rappeler ce que ceffiesigis donner, en la démontrant,
I'expression des coefficients de ce développement.

Premier exercice(5 points) — Déterminer le rayon de convergence et calcaleoinme de la série entiére

coshin) ,n
2n>1 no X

Deuxiéme exercicg5 points) — Soit(a,)n>0 Une suite de nombres complexes. Quel querseilN, on pose
$ = Yk-od-
Soit R le rayon de convergence de la série entigra,z" et soit R celui de la série entiérg, $,2".

1. Démontrer que R R'.
2. Supposons R 1. Démontrer que I'on a alors' R R et

1
Tz &7 =3 S
pour toutz € C tel que|z] < R.

Troisieme exercice(5 points) — On considére I'équation différentielle
X(L=X)yY" = X(1+X)Y +y=0

et on cherche ses solutions développables en série entigmesinage de O.
Supposons qug soit une solution telle qugx) = 5 ,anXx" sur un intervalle ouvert contenant 0, (ah)
est une suite de nombres réels.

1. Montrer queag = 0 et, pour tounh > 2,8, = a,_1.
2. En déduire une formule explicite poay et déterminer le rayon de convergence de la série erfticagx”.
3. Que peut-on conclure de ce qui précéde quant aux solu®héquation différentielle considérée ?



