Kholle du 28 novembre 2007

Sujet A

Question de cours. Enoncez I'égalité de Parseval (en précisant bien les hypothéses a vérifier).

n

o0
Exercice 1. Déterminez le domaine de convergence de la série entiére E

17
n=2

Calculez ensuite la valeur de sa somme.

Exercice 2. Donnez le développement en série entiére de la fonction f(z) = W

»—
Exercice 3. Soit f la fonction définie sur l'intervalle | — 1, 1] par
arcsin x
fz) =

V1—a22
1. Montrer que f est solution d’une équation différentielle linéaire.
2. En déduire le développement en série entiére de f.

3. Déterminer le développememnt en série entiére de la fonction g définie par

g(x) = (arcsinz)?.



Kholle du 28 novembre 2007

Sujet B

Question de cours. Soit f : R — R une fonction 27-périodique. Dans quel(s) cas peut-on dire
qu’une fonction est égale & sa série de Fourier ?

Exercice 1. Donnez le domaine de convergence et la somme de la série entiére suivante

oo n

Zn(n—i—l)'

n=0

Exercice 2. Vrai ou faux 7 On donnera pour chaque énoncé une démonstration ou bien un contre-
exemple

(a) Les séries entiéres Y anz™ et > (—1)"a,z™ ont méme rayon de convergence.
(b) Les séries entiéres > a,z™ et > (—1)"a,2™ ont méme domaine de convergence.

(c) Une série entiére dont le rayon de convergence est +o0o converge uniformément sur C.

x
Exercice 3. Donnez le développement en série entiére de la fonction f(r) = ————— en utilisant

1—z—a?
la relation z = (1 — z — 2?) f(z).

Exercice 4. Soit (a,) la suite définie par récurrence par ag = a3 = as = 1, et

an—2

Vn 2z 2,an11 =0y — 57—
2 S Akl = An T 90T

1. Montrer que la suite (ay,) est décroissante et que la suite (nay,) est croissante. En déduire le rayon
de convergence R de la série entiére > a,z™.

2. Soit f(z) la somme de cette série pour x €] — R, R[. Montrer que f est solution d’une équation
différentielle linéaire, et en déduire f.
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Sujet C

Question de cours. Enoncer I'inégalité de Bessel (en précisant bien les hypothéses a vérifier)

Exercice 1.
. LN 2 2 n
Calculez la somme de la série entiére de terme général u,(z) = £ cos 2”7"

Exercice 2. Donnez le développement en série entiére de la fonction x — In(1 + z + x2).

Exercice 3. On suppose que les séries entiéres Y as,2™ et Y az,412™ ont pour rayons de convergence
respectifs R et R'. Déterminez le rayon de convergence de la série entiére > a,z".



