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CORRIGE DE L'EXAMEN PARTIEL

Exercice A—

1. En vertu de la propriété universelle du produit libre, un bamrphisme de G A dans un groupe H
équivaut a la donnée d’'un couple d’homomorphismes de G ena Ha

L'application A— G (x), ar xax ! étant manifestement un homomorphisme de groupes, il existe
un unique homomorphisme de groupesG + A — Gx (x) tel quei|g soit I'injection canonique G-

Gx () eti(a) = xax ! pour touta € A.

De méme, l'application A— Gx (y), ar y@(a)y ! étant manifestement un homomorphisme de
groupes, il existe un uniqgue homomorphisme de groypeS«A — G (y) tel que jig soit I'injection
canonique G- G (y) et j(a) = yy(a)y ! pour touta € A.

2. Le groupel’ = (Gx* (X)) *g«a (G (y)) est le quotient du produit librgG « (x)) « (G« (y)) par le plus
petit sous-groupe distingué contenant les élément denaefiit) j(t) 1, t € G+ A. Commei(g) = j(Q)
pour toutg € G, les deux applications naturelles de G dar®incident.

3. Désignons par I'injection canonique de A dansG et voyons A comme un grougieidt de G.

Tout élement # e de G A s'écrit de maniére unique sous la forme d’'un ot .ty,, avectyp, 1 €
G—{e} ettyp € A — {€e}, outyp,1 € A —{e} ettyp € G— {e} (forme normali

On aalorsi(t) = tyxi (t)x ts... oui(t) = xi (t1)x toxi (t3)x~1.... Comme I'application est injec-
tive, la représentation obtenue dé) est sa forme normale et domg) # e. Ainsi, I'applicationi est
injective.

Si I'application (¢ est injective, elle induit un isomorphisme entre A et un sgrumipe A de G. Si
I'on notei’ 'homomorphisme de GA’ dans Gk (y) défini comme apres substitution de’/a A, cette
application est injective d'aprés ce que I'on vient de diré en est alors de méme poyiren vertu du
diagramme commutatif

G+A — > Gx(y)

| A7

GxA/

4. Supposons que I'applicatiap soit injective. Les homomorphismésG«A — Gx(x) et j: GxA —
G« (y) étant injectifs, on dispose d’'une représentation sousdanormale des éléments de: ayant
choisi un ensemble 8 G« (x) (resp. SC G (y)) de représentants des classes a droite modwé G
distinctes de G A, tout élémenty del” s’écrit de maniére unigue sous la forme d'un et has ... o,
aveche GxA —{e} etaspi1 € S,ap € S oudy, € S,02p1 €S.

Pour toutg € G, u(g) =i(g) € G« A est une écriture sous forme normale dBrdoncu(g) = e si et
seulement si(g) = e, donc si et seulement gi= e. Ainsi, I'applicationu est injective.

Identifions finalementx), (y) et G & des sous-groupes Hevia les injections et j. Quel que soit
acA,ona
xax ' =yy(a)y
dansl” et doncy(a) = tat—* avect = y~1x.
Exercice B—
1. Soient A un anneau et M, N deux A-modules.

1.1. Rappelons la propriété universelle de la localisation ntétlnnés un A-module P, uQ‘SA-
module Q et une application A-linéaiffe: P— Q, il existe une unique applicatiorr 8A-linéaire f telle



que le diagramme

|

SA@AP=S71P

soit commutatif, I'applicatiori étant définie par(x) = 1®@x = x/1. On af(x/s) = f(x)/s pour tous
xeP, seS.

On obtient I'applicationp désirée en appliquant ceci &Homa (M, N) et Q= Homg 1, (S™M, S7IN).

1.2.Pour tousu € Homa (M, N) etse€ S, la conditiond (u/s) = 0 équivaut a

vmeM, u(m)/1=0 dans SN,
c’est-a-dire a
vmeM, JteS, tum =0 dansN

Supposons que le A-module M soit de type finingi...,m, sont des générateurs de M, il existe des
élémentg;, ... t, € S tels quau(tim;) = tiju(m;) = 0 pour touti. Posant =t;...ty, t € S par multiplica-
tivité etu(tm;) = tu(m;) = O pour touti, doncu(tm) = tu(m) = 0 pour toutm € M. Ainsi, tu = 0 dans
Homa (M, N) et doncu/1 = 0 dans S*Homa (M, N).

1.3. Supposons que I'anneau A soit noethérien et que le A-modusmiMe type fini. Il existe par

hypothése d’'une application A-linéaire surjectiyeA" — M ; comme en outre A est nothérien, le sous-
A-module ke(p) de A" est de type fini et on en déduit une suite exacte

am o an Py 0.

Considérons une applicatiom S\-linéairev: S~'M — S~IN. Désignant pate;,...,e,) la base ca-
nonique de A, il existe un élémens € S tel que, pour toute {1,...,n},
(VoS 'p)(e) =xi/s
avecx; € N. Soitu: A" — N I'application A-linéaire définie pan(e) = x (1 < i < n); par construction,
voSlp= u/s. La localisation étant un foncteur exact, la suite désmodules

1 Sflp

.
siam =L g1pn S1M 0

est exacte et donc

23— Sosig=(voS !p)oS g =voS H(pog) =O.

Par suite,(uLl)(ej) =0 dans SN pour toutj € {1,...,m} et il existe donc un élémende S tel que
t(ueg)(er) = ... =t(uoq)(em) =0

dans N. On obtient aingtu) o q =t(uoq) = 0, ce qui signifie que I'application A-linéaite: A" — N
se factorise a travers: il existe une application A-linéaire : M — N telle quetu= U o p.
En fin de compte, on obtient

/
vosipo U _tU_Yop

u 1

s st st :$<§[>OS P
u/
-#(5)

Dans tout ce qui suit, 'anneall est supposé noethérien.

dou

puisque I'application S'p est surjective.

2. Soit M un A-module de type fini tel que, pour tout idéal prenpiele A, M, soit un A,-module libre.



2.1.Considérons un idéal premiprde A et un isomorphisme Alinéairep: (A)y = Aj ~ M,. Dési-
gnant par(es,...,&,) la base canonique de'Ail existes€ A — p tel que, pour tout € {1,...,n},
p(e/1) =m/s
avecmy,...,m, € M. Soit t: A" — M l'application A-linéaire définie par(g) =m (L<i<n);ona
T, = sp par construction, et cette applicatior-Anéaire est un isomorphisme puisgsiest inversible
dans A.

Considérons maintenant la suite exacte de A-modules

0 —— ker(m) AN M coker() —0.
La localisation étant un foncteur exact, la suite gendodules

0 —— ker(1m), — (A"), —

M, coker(), — 0

est exacte. Comnwg, est un isomorphisme, k), = coker(m), = 0. Les A-modules kerr) et cokef )
sont de type fini par noethérianité de A. En raisonnant comooe fa question 1.2, on en déduit qu'il
existe un élément de A— p tel que fker(r) = fcoker(r) = 0, d’ou kel(77)[f 1] = coker(m)[f 1] = 0.
Finalement, il découle de nouveau de I'exactitude de lalikation que I'application Af —]-linéaire
A[f~1" — M[f~1] induite parm est un isomorphisme.

2.2.D’apres la question précédente, il existe une fanfiflg,cspe¢a) d'€léments de A telle que

(i) f, € A—p pour toutideal premiey de A;

(i) le A[f,"Y]-module M f, %] soit libre.
L'idéal 3 ,espe¢a)Afy N'est contenu dans aucun ideal premier de A en vertu de laitcamdi), donc
> pespe¢a) ATy = A. Il suffit alors de considérer un sous-ensemble fini | de Spgtel que 1=y & fi,
a €A.

2.3.Soit p: N — N’ une application A-linéaire surjective et soit Q le conoyaul'dpplication A-
linéaire

Homa (M,N) — Homa (M,N’), u~ pou.

Le A-module M est projectif si et seulement sE€Q.

Il est clair que tout module libre est projectif : étant dommge application A-linéaire: L — N’, on
obtient un relevement: L — N dev en fixant une basé? de L et en choisissant un relevemer®) € N
dev(e) pour toute € 4.

Considérons une famillgf;)ic; d’éléments de A vérifiant les conditions de la question 2&2.6Xac-
titude du foncteur de localisation, il découle de la questi® que I'on a (Dfi‘l] = 0 pour touti € | car
le A[f;]~1-module de type fini Nif, ] est libre, donc projectif.

Soitx € Q. Comme I'ensemble | est fini, il existe un nombre entier Njtes fNx = 0 pour touti € I.
On dispose par hypothese d’'une identité ¥, & fi ; en I'élevant a la puissance NC#kyl on obtient
une identité = 5 a fN et doncx = 0. Ainsi, Q= 0 et le A-module M est donc projectif.

3. Soit M un A-module de type fini et projectif.

3.1.1l existe par hypothése un A-module libre de rang fini L et uppliaation A-linéaire surjective
p:L — M. Comme M est projectif, il se reléve en une application A-linéase M — L et alors
L =ker(p) ®s(M) ~ ker(p) & M.

3.2.Soite: Ay — L, une application g-linéaire telle que I'applicatior (p)-linéaire
e®1:K(p)" = AJ®a, K(p) — Ly ®a, K(p) =L ®AK(P)
soit un isomorphisme. On a par constructigyfim(e) = pL,/im(e) ; comme L, /im(e) est un A-module
de type fini, on en déduit) = im(e) par application du lemme de Nakayama.

Comme le A-module L, est libre — donc projectif —'applicatioa admet une sectios: L, — Aj.
Puisqueeos=id|, I'applications® 1 est 'isomorphisme réciproque @ 1 et il découle de nouveau
du lemme de Nakayama que I'applicatisest surjective. L'injectivité de s'en déduit aisément : quel
que soitx € ker(e), il existey € L tel quex = s(y), d’ot 0= e(x) = eqy) =y etx=0.



Ainsi, I'applicatione est un isomorphisme.

3.3. Ayant identifié L et kefp) © M, on considere une famille finige) ) ca (resp.(ex/)aen) d’élé-
ments de L relevant une base de ¥ k (p) (resp. de keip) ®a K(p)). La famille (e,) ueaun relevant
une base de ka k(p), il s'agit d'une base de Jen vertu de la question précédente. Comme le sous-
A,-moduled®, A Aye) de M, coincide avec M apres tensorisation gdp), une nouvelle application
du lemme de Nakayama fournit I'identité M= @@, .o A€, et donc M est un A-module libre.

Remarque conclusiveNous venons de prouver que, pour qu'un A-module de type dibipsojectif, il
faut et il suffit que tous son localisé en chaque idéal premik A soit un A-module libre.

Exercice C— 1. Soit A un anneau local noethérien d’'idéal maxinmaét soientfy, ..., f, des éléments
dem.

1.1. Les idéaux premiers de /Afy,..., fy) s'identifient canoniquement aux idéaux premiers de A
contenant(fy,..., f,). S'il existe un nombre entier & 1 tel quemN c (fy,..., ), alors tout idéal
premierp de A contenant fy,..., f,) contientm™, donc également par primalité, et par suitg = m.
Ceci montre que le spectre de 'anneal A, . . ., f,) est réduit & un point, d’ot dil®\/(fy,..., f,)) =0.

1.2. Supposons réciproqguement que I'anneaw=MA/(f1,..., fy) soit de dimension O et notoms' =
m/(fy,..., fn) sonidéal maximal. Ceci équivaut a dire que tous les idéaemiars de Asont maximaux
et, comme Aest local, son idéal maximal’ est donc son unigue idéal premier. Le nilradical d’'un anneau
étant l'intersection de ses idéaux premiers, il en découtetqut élément den’ est nilpotent. L'anneau
A étant noethérien, A’est également et I'idéah’ est donc de type fini, ce qui permet de trouver un
nombre entier N> 1 tel quem’N =0, c'est-a-dire tel que C (fy,..., fp).

On peut déduire des questions précédentes une caraibéridatia dimension de A :
dim(A) = min{r | il existe fy,..., f, € A etun entier N tels quea™  (f1,...,f;) cm.}

Comme I'anneau A est noethérien, l'idéalest de type fini et le membre de droite est donc bien défini
(considérer le cardinal d’'une famille génératrice finienge

L'inégalité < est une conséquence immédiate de PRa&ur obtenir I'inégalité > a partir de
1.2., il faut invoquer l'existence d'une famillgfy,..., fqy) d’éléments dem avec d= dim(A) et
dim(A/(f1,...,fq)) = 0; en raisonnant par récurrence sutim(A), il suffit de prouver I'assertion
suivante : sidim(A) > 1, alors il existe fe m tel que

dim(A) =dim(A/(f))+ 1.
Ceci aurait di faire I'objet d’une question indépendanté.

2. Posond = dim(A) et d = dim(B ®a k). En vertu de la question précédente appliguée aux anneaux
locaux noethériens A et B k= B/mB, il existe des éléments, ...ty dem, des éléments,,...,s; de
n et un nombre entier N tels queN C (t3,...,tq) etn™N C (sq,...,S5) + f(m)B. On a alors

N (sg,...,55) + F(mN)B C (s1,...,85, f(t1),..., f(tq)) Cn,
donc dim(B) < d+ 9.

3. Soit R un anneau noethérien. On considére un idéal prepaerR X] et on posg = RN q. Lhomo-
morphisme canonique R R[X] induit un homomorphismé : R, — R[X], tel quef(p) C q, d’'ou

dim(R[X],) < dim(Ry) + dim (R[X], @r K (p)).

(Isi A est integre, c’est une conséquence directetdauptidealsatzle Krull : n'importe quel élément dem — {0} convient,

et il en existe puisque difA) > 1. En général, on considére tous les idéaux premiers minimale A tels que dirfA) =
dim(A/p), qui sont en nombre fini puisque A est noethérien. Nofant..,pm ces idéaux premiers, onga # m pour tout

i car dim(A) > 1. Il existe alorsf € m n'appartenant a aucup) : c’est clair sim= 1, et si le résultat est démontré pour
m > 1, on l'obtient pourm+ 1 en considéranf = ' +g;...gm ou f = f/, avecf’ € m n’appartenant pas gy U...Upm
etg € piN (A —pme1), Selon quef’ appartienne ou non @y, 1. Avec ce choix def, dim(A/pi + (f)) = dim((A/pi)/f) =
dim(A/pi) + 1 en vertu diHauptidealsatzt donc dinfA) = dim(A/(f)) + 1.



L'anneau RX]; ®r K(p) S'identifiant canoniquement au localisé gép)[X] en lidéal premierq =
a/pRIX],
dim (R[X]q ®r K (p)) = dim(k (p) [X]g) < dim(k (p)[X]) = 1.
On obtient ainsi
dim(R[X]q) < dim(R,) +1< dim(R) +1
et donc
dim(R[X]) = supdim(R[X],) < dim(R) + 1.
q
Linégalité dim(R) + 1 < dim(R[X]) étant déja connue (et élémentaire), il vient finalement

dim(R[X]) = dim(R) + 1.




