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FEUILLE 11

Exercice 1— Soit f € Z[T]| un polynéme unitaire de degné On suppose qu'il existe trois nombres premiers
p1, p2 et ps tels que
(i) le polynémef (mod p;) soit irréductible ;
(i) le polynéme f (mod p,) soit le produit d’'un facteur irréductible de degré 2 et d’'unde deux fac-
teur(s) irreductible(s) de degré impair ddfjg[T];
(iii) le polyndme f (mod p3) soit le produit d’un facteur linéaire et d’'un facteur irrétible dansF,[T].

1. Démontrer que le groupe de Galois G d'un corps de décotiposie f au-dessus d@ est un sous-
groupe transitif d&5, contenant une transposition et un cycle de longueurd ; en déduire que & &,,.

2. Lorsquen est un nombre premier, montrer que les conditions (i) es(ffisent a garantir & &,,.

3. Déterminer les groupes de Galois des polyndntes T—1et ' — T — 1.

Exercice 2 (L'ubiquité des groupes symétriques comme groupes de Galoi®) — Soitn > 2 un entier
naturel. Etant donné un entier naturePNL, on noteg,(N) le nombre des polynémes unitairés: Z[T] de
degrén dont les coefficients sont majorés par N en valeur absoluergtlel groupe de Galois e6ty,.

Suivant B.L. van der Waerdemie Seltenheit der Gleichungen mit Affektathematische Annaleh09
(1934)), cet exercice a pour objet d’établir que la proporfeN+ 1) "o, (N) de ces polynémes tend vers 1
lorsque N tend versg-co,

1. Etant donné un nombre premier> 3, dénombrer les polyndmes unitaires de degdansF,[T] qui
sont soit irréductiblestype J), soit le produit d'un facteur irréductible de degré 2 etrdaw de deux facteur(s)
irréductible(s) de degré impaitype 3, soit le produit d'un facteur linéaire et d’'un facteur dtitible type
3). Dans chaque cas de figure, vérifier qu’il y a au mghgk(n) tels polynémes, ol(n) = 8(n— 2).

2. Soitpy,..., pr des nombres premiers etPp; ... pr. Quel que soit € {1, 2,3}, vérifier qu’il y a au plus

ok

polyndmes unitaires et de degnédansZ/PZ[T] dont la réduction modulo chacun des nombres premiers
p1,..., Pr Ne soit pas de type

3. On ordonne les nombres premiéps)i~1 par ordre croissant et on nateN) le plus grand entier tel que
P1--.pr <2N+1.
(i) Majorer le nombre de polyndbmes unitaires de degddnt les coefficients sont majorés par N et dont
la réduction modulo P est fixée.
(i) Démontrer la minoration

et en déduire






