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Exercice 1— Soit A un anneau et soit M un A-module de type fini. Pour toéaidoremierp
de A, on pose Nip) = M ®a K(p).

On rappelle qu’une fonction réelle sur un espace topologique X esgmi-continue supé-
rieurementsi, pour tout nombre réel, f~1(] — o, A[) est une partie ouverte de X.

(i) Vérifier que, pour toup € SpecA ), le k(p)-espace vectoriel ) est de dimension finie.

(i) Démontrer que la fonction

dv : Spe¢A) — Z, p — dimy,M(p)

est semi-continue supérieurement.

Exercice 2— Une partie C d’un espace topologique X est dit@structiblesi C est une réunion
finie de parties localement fermées.

1. Soitk un corps. Déterminer I'image de I'application Sf€a,v]) — Speck|x,y,z]) asso-
ciée a I’'homomorphisme canonique

kix,y,Z — k[u,v], (x,y,2) — (u,uv,0)
et vérifier qu'il s’agit d’une partie constructible de Spig,y, 7)).

2. (Principe de récurrence noethérienp&oit X un espace topologiqueethérienc’est-a-
dire tel que toute suite décroissante de fermés soit stetican Considérons une propri€éles
fermés de X et supposons qu’un fermé Y vérRidorsque tel est la cas pour tous ses fermés
stricts. Démontrer que tous les fermés de X vérifient

3. Soit A un anneau noethérien et sgit A — B un homomorphisme d’anneaux faisant
de B une A-algebre de type fini. Les questions suivantes ¢seniua la démonstration du
théoréme suivant de C.HEVALLEY : I'image de I'application®¢ est une partie constructible
deSpecA).

(i) Justifier que I'on peut se ramener au cas ou les anneauxs@nBintégres et ’'hnomomor-

phismeg injectif.

(i) Démontrer que I'image de I'applicatiofy contient un ouvert non vide de SHég.
(Indication: appliquer le lemme de normalisation de Noether a la fibr&pdau-dessus du
point générique de Spek).)

(iif) Conclure en utilisant le principe de récurrence néeitbnne (question 2).

Exercice 3— Soit A un anneau noethérien. Démontrer qu’il existe unesuibissante d’'idéaux

(0)=3J0CJ1C...CTh=A

telle que, pour touk € {0,...,n— 1}, le A-moduleJy1/Jk soit isomorphe au quotient de A
par un idéal premier.

(Indication: étant donné un A-module M, démontrer que I'ensemble
{annx) | xe M, x# 0}

possede un élément maxinpapuis vérifier que I'idéap est premier.)



Exercice 4— Un anneau A est ddrtiniensi toute chaine décroissante d’'idéaux est stationnaire.

1. Démontrer qu’un anneau artinien integre est un cotpsgidation : étant donné € A,
considérer la suite d’idéaua”)ncn.) En déduire que tout idéal premier d’'un anneau artinien
est maximal.

2. Etant donnée une suiten)nen d'idéaux maximaux de A, démontrer qu'il existe un entier
no tel quem; ... mp, = my...mp C my pour toutn > ng. En déduire que le spectre de A est fini.

3. Soit91 le nilradical de A.

(@) Montrer qu'il existe un nombre entise> 1 tel quedstt = NS,

(b) SiN®+#£ (0), justifier qu'il existe un idéali de A tel quedDt® # (0) et minimal pour cette
propriéte.

(c) Montrer que l'idéald est principal, engendré par un élémargue I'on peut écrire sous
la formea = azavecz € M. En déduirea = 0 et conclure que I'on &° = (0).

4. Etant donné un idéal maximalde A, démontrer qu’il existe un élément de-An apparte-
nant & chaque idéal maximabe A distinct dan. En déduire que ’'homomorphisme canonique
A— |_| An
meSpecA)
est un isomorphisme.

Exercice 5— Un A-module M est disimples’il ne possede pas d’autre sous-module (e
et M; on dit que M est déongueur finies’il existe une suite de composition de sous-modules
(0)=MpC M;C...C My=M aquotients simples.

Démontrer que les trois conditions suivantes sont equitesg(théoréme d’AIZUKI ).
(i) Lanneau A est noethérien et de dimension 0.

(i) Le A-module A est de longueur finie.

(i) Lanneau A est artinien.

(Indications Limplication (i) = (ii) se déduit directement de I'exercice 3. Les implicaton
(i) = (iii) et (i) = (i) sont faciles. Enfin, 'implication (iii}=> (ii) se déduit aisément des
résultats de I'exercice 4 en considerant la suite de coriposi

O)=ncnlc...cncA
et en observant que les quotients successifs sont des ratkill®ngueur finie sur At ~
[Tmespeca) A/m.)

Exercice 6— Soit X un espace topologique. ldamension(ou dimension de Kru)lde X est
la borne supérieure des longueurs des chaines de ferndsciitdes de X. Par ailleurs, étant
donné un poink € X, on pose

dimy(X) = iﬂfdim(U),

ou U parcourt I'ensemble des voisinages ouverts dans X.

(i) Démontrer que I'on a dirfY') < dim(X) pour toute partie Y de X.

(i) Démontrer que I'on a ditX) = supx dimy(X).

(i) Si X est un espace de Kolmogoroff noethérien, démamgréun pointx de X est isolé
si et seulement si digiX) = 0. (Indication: considérer une composante irréductible de X
contenank.)

(iv) Démontrer que la fonction X» RU {—o, 00}, x— dimy(X), est semi-continue supé-
rieurement.



