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Exercice 1— Démontrer que les conditions suivantes sont équivalentespour tout complexe
simplicial C :

(i) quels que soient les sommetsx,y de C, il existe un chemin dans C reliantx ety ;
(ii) C est connexe ;
(iii) le 1-squelette C(1) de C est connexe.

Exercice 2— Soit C un complexe simplicial et soit C(2) son 2-squelette.

Étant donné un points de C, démontrer que l’inclusion canonique C(2) →֒ C induit un iso-
morphisme de groupes fondamentauxπ1(C(2),s) ≃ π1(C,s).

Exercice 3— 1. Démontrer qu’une réunion croissante d’arbres est un arbre.

2. Soit C= C(Σ,S) un complexe simplicial connexe et soit(Ti)i∈I une famille de sous-arbres
de C deux à deux disjoints. Démontrer qu’il existe un sous-arbre de C contenant tous les Ti.
(Indication : on pourra considérer la relation d’équivalenceR surΣ correspondant à la partition
{{Ti}i∈I,Σ−

⋃
i Ti} ainsi que l’application simpliciale canonique C→ C/R.)

Exercice 4— Soit G un graphe.

1. L’objet de cette question est d’établir les deux assertions suivantes :
– un chemin[a0,a1, . . . ,an] de longueurn > 2 est réduit si et seulement s’il ne contient pas

de segment de la forme[a,a] ou [a,b,a] ;
– chaque classe d’homotopie de chemins dans G contient ununique chemin réduit.

1.1. Soientγ, γ ′ et γ ′′ trois chemins dans G. On supposeγ élémentairement équivalent à
γ ′ et γ ′′ avec

ℓg (γ ′) < ℓg (γ) et ℓg (γ ′′) < ℓg (γ).

Démontrer qu’il existe un cheminτ élémentairement équivalent àγ ′ et γ ′′ avec

ℓg (τ) < ℓg (γ ′) et ℓg (τ) < ℓg (γ ′′).

1.2. Soientγ etγ ′ deux chemins distincts dans G, de longueur au moins 2 et sans segment
de la forme[a,a] ou [a,b,a]. On suppose queγ et γ ′ sont homotopes. Considérons une chaîne
de cheminsγ = γ1,γ2, . . . ,γn = γ ′ dans G telle que

- les cheminsγi et γi+1 soient élémentairement équivalents pour touti ∈ {1, . . . ,n−1} ;
- la somme∑16i6n ℓg (γi) soit minimale.

(i) Justifier que l’on an > 3, ℓg (γ2) > ℓg (γ1) et ℓg(γn−1) > ℓg(γn).
(ii) En déduire qu’il existei ∈ {2, . . . ,n−1} tel que

ℓg (γi−1) < ℓg(γi) et ℓg (γi+1) < ℓg (γi).

(iii) En utilisant la question 1.1, aboutir à une contradiction.

1.3. Conclure.



2. Soit s un sommet de G et soitγ un lacet réduit issu des. Si ℓg (γ) > 2, démontrer que
l’image deγ dansπ1(C,s) est non triviale.

Exercice 5— Soit C= C(Σ,S) le complexe simplicial défini parΣ = {a,b,c} et

S= {{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}}.
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On noteγ0 la classe du lacet[a,b,c,a] dansπ1(C,a). Démontrer que l’application

Z → π1(C,a), n 7→ γn
0

est un isomorphisme de groupes.

Exercice 6— Soit C= C(Σ,S) le complexe simplicial défini parΣ = {a,b,c,d} et

S= {{a},{b},{c},{d},{a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,d},{c,d},{a,b,c},{b,c,d}}.
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Vérifier que les lacetsγ = [a,b,d,a] et γ ′ = [a,c,d,a] sont réduits et homotopes.


