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6. Théorie de la dimension

(6.1) Une chainedans un ensemble ordonné | est une suite finie strictemergsarde
ip < i1 <...<ipdéléments de I ; le nombre entierest lalongueurde cette chaine.

Définition 6.1 — (i) La dimension de Krulld’'un espace topologiqu¥ est la borne supé-
rieure des longueurs de chaines de fermés irréductibles den la notedim(X).

(il) La dimension de Krulld’'un anneauA est la dimension de Krull de son spectre pre-
mier; on la notedim(A).

De maniére équivalente, la dimension de Krull d’'un anneastAzeborne supérieure des
longueurs des chaines

d’'idéaux premiers de A.

Remarquesl) Si aucune confusion n’est a craindre avec une autremadéalimension pour
les espaces topologiques, ont parle plus simplementdien@nsiond’un anneau ou de son
spectre.

2) Tout fermé irréductible d’'un espace topologique X étamtenu dans une composante
irréductible, la dimension de X est la borne supérieure degmsions de ses composantes
irréductibles; c’est de maniére équivalente la borne sepér des dimensions des anneaux
A/p, oup est un idéal premieminimalde A.

3) Noter que I'on a dirf0) = dim(g) = —co.

ExemplesOn a dim{Z) = 1 et, pour tout corpk,
dim(k) =0, dim(k[T]) =1, dim(k[T1,T2]) =2.

Ces résultats découlent directement de la descriptionoibepdiu spectre de ces anneaux (cf.
t.d.2, exercice 9 polt[Ty, T2]). Plus généralement, la minoration

dim(k[Tq,...,Tn]) =n

s’obtient en considérant la suite d’idéaux premi€B C (T1) C (T1,T2) C ... C
(T1,...,Tn); comme on va la démontrer, cette inégalité est en fait unitéga

Proposition 6.2— Quel que soit 'anneai, on a
dim(A) +1 < dim(A[X]) < 2dim(A) + 1.

Démonstration La premiere inégalité s’obtient simplement en observam, gpour toute
chainepg C p1 € ... C pp d’idéaux premiers de A,

POAIX] € p1AIX] € ... € prAIX] S prA[X] + (X)

est une chaine d’'idéaux premiers deXA Pour établir la seconde inégalité, désignonsrpar
I'application canonique de Spg&[X]) dans Spe@ ). Comme les fibres da sont toutes de
dimension 1, une chaing € q1 C ... € g, d’idéaux premiers de ] donne naissance a une
suite 11(qo) C 1(q1) C ... C 1(qn) d'idéaux premiers de A dans laquelle il ne peut y avoir
deux égalités consécutives; on en déduit que cette suitiienbmine chaine de longueur



supérieure ou égale[a/2], donc dinfA) > [(dim(A[X]) +1)/2] et finalement dirfA[X]) <
2dim(A) + 1. O

Remarque Il existe des anneaux A tels que dijX]) > dim(A) + 1; on démontrera toute-
fois que I'égalité dinfA[X]) = dim(A) + 1 est vérifiée lorsque I'anneau A est noethérien.

(6.2) Rappelons d’'un homomorphisme d’anneguxA — B est ditentiersi tout élément de
B est racine d’un polynéme unitaire a coefficients d@f&). Si ¢ est entier et injectif, on a
démontré
— que l'applicatior?¢ : Spe¢B) — SpedA) estsurjective(3, Proposition 11 et 4, Lemme
4);
— qu'un idéal premiey de B est maximal si et seulementgsi'(q) est un idéal maximal
de A (4, Lemme 3).

Théoreme 6.3 (Cohen-Seidenberg} Soit¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux entier
et injectif.

(i) Soientp C p’ deux idéaux premiers d&. Etant donné un idéal premigrdeB tel que

a9 (q) = p, il existe un idéal premieq’ deB tel que?¢(q') = p’.

(i) Siq C g’ sontdeux idéaux premiers @etels quer¢ (q) =2 ¢(q’), alorsq =¢'.
Démonstration (i) Lhomomorphisme Alp — B/q induit par¢ étant entier et injectif, I'ap-
plication associée Spe8/q) — SpecA /p) est surjective et il existe donc un idéal premier
q' de B tel quey C g’ et?¢(q') =p'.

(ii) Posonsp =2 ¢(q) =2 ¢(q’). Lhomomorphisme 4 — By, induit par ¢ est entier et
I'idéal pA, est maximal; il en découle que les idéagR;, et q'B, sont maximaux, donc
égaux puisque C ¢, et finalement; = ¢'. O

Corollaire 6.4— Soit¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux entier et injectif. Alors
dim(A) = dim(B).

Démonstration Etant donnée une chaipg C p;1 C ... C pn d’'idéaux premiers de A, I'ap-
plication itérée de I'assertion (i) du theéoréme précédentet de construire une suite crois-
santeqo C q1 C ... C qp d'idéaux premiers de B telle qu (q;) = p; pour touti ; toutes
les inclusions sont strictes, donc cette suite est une eldd@riongueun. On établit ainsi
'inégalité
dim(B) > dim(A).

Réciproquement, pour toute chaimeC q1 C ... C qn d’'idéaux premiers de B, la suite
¢(q0) C ¢(q1) C ... C $(qn) est une chaine d’'idéaux premiers de A en vertu de I'assertion
(i) du théoreme précédent. On établit ainsi I'inégalité

dim(B) < dim(A).
O

Exemple Pour toute extension finie K d@, la fermeture intégral®@yx deZ dans K est un
anneau de dimension 1.

Interlude : degré de transcendance d’une extension de corp&tant donnée une extension
de corps Kk, une famille(x; )ic| d’éléments de K est ditalgébriquement indépendargar
k si ’lhomomorphisme canonique dtealgébrex|[(Xi)ici] — K, X;j — X est injectif. En uti-
lisant le lemme de Zorn, on démontre I'existence d’base de transcendancgest-a-dire



d’'une famille algébriquement indépendafgic| d’éléments de K telle que tout élément de
K soit algébrique sur le sous-corpgX; )ic|) de K.

Lemme 6.5— SoitK /k une extension de corps. Deux bases de transcendance oéirle m
cardinal.

Démonstration Pour simplifier, nous nous bornons a démontrer ce résoltatl$hypothese
additionnelle qu’il existe une base de transcendance dénedfini n et nous raisonnons par
induction sur ce cardinal.

Le casn = 0 est clair : tout élément de K est algébrique Iset chaque base de transcen-
dance est donc vide.

Supposons > 1 et considérons deux bases de transcend@nce ., x,) et (tj)ie. Par
hypothésex; est algébrique sur le cors(ti)ic|) et il existe un sous-ensemble fini J de | tel
quex; soit algébrique suk((tj)icy) ; on suppose J minimal. Commgest transcendant sk
J estnon vide. Sod € J et soitf € k[(Tj)icg, X] un polyndme non nul tel qué((t;),x1) =0;
par minimalité de J, on a deg f) > 1 et f((ti)ic—(a}, Ta,Xa) # 0, d’'ou I'on déduit que
t, est algébrique sur le sous-corps de K engendréxpat lest;, i € | — {a}. La famille
(t)ici—{ay U {xa} est algeébriquement indépendante kursinon, x; serait algébrique sur
k((ti)ici—{a)) €t ON en deduirait quig I'est également, ce qui est contraire a notre hypothese.
Cette famille est également maximale pour cette propriéteeffet, quel que soit I'élément
y de K,y est algébrique sW((ti)ic1), donc suk((ti)iei, X1) puis surk((ti)ici—gay,%a)-

Nous obtenons ainsi deux bases de transcendaage. ,Xn) €t (ti)ic|_{a) pOUr I'exten-

sionK /k(x1). En vertu de I'hypothése de récurrence, 'ensembl¢d} est fini et de cardinal
n—1; 1 estdonc fini et de cardinal ce qu’il fallait démontrer. O

Ce que I'on vient de dire permet d’introduire la définitionvsunte : ledegré de transcen-
danced’une extension de corps est I'élémentlde) {«} défini comme le cardinal d’une
base de transcendance finie s'il en existasjnon ; on le note detg (K /k).

Remarque— Etant données des extensions de corpe &t K' /K,
degtr(K’/k) = degtr(K'/K) 4 degt(K /K).

Cette égalité est évidente si de@K /k) = o ou degtr(K’/K) = o ; sinon, on vérifie sans
difficulté que pour toutes bases de transcendatiet %’ de K/k et K' /K respectivement,
P U A estune base de transcendance géK

Théoréme 6.6— Soit k un corps.
(i) Pour tout entier n> 0, I'anneau KT4,..., Ty est de dimension n.
(i) Pour toute k-algebreA de type fini et integre,

dim(A) = degtr(FraqA)/K).

Démonstration Observons tout d’abord que les assertions

(an) 'anneauk(Ty,...,Ty] est de dimension;

(bn) si A estunek-algebre de type fini telle que dégFraqA) /k) = n, alors dim{A) =n;
sont équivalentes pour tout entiep 0. L'implication (b,) = (a,) se déduit trivialement du
fait que I'extension de corpgTy,..., Tn)/k soit de degré de transcendamceéConsidérons
réciproquement unk-algebre de type fini et intégre A telle que dedraqA)/k) = n et
soit¢ : K[T1,...,Tm] — A un homomorphisme surjectif et entier (lemme de normabsat
de Noether). La famillé¢(T1),...,¢(Tm)) est une base de transcendance de (Arptk,



doncm=n, puis
dim(A) =dim(k[Ty,...,Tp]) =n
en vertu du corollaire 6.4.

Nous allons maintenant démontrer I'assertion (i) en raisomh par récurrence sar La
chaine d’idéaux premier®) C (X1) € (X1,X2) € ... € (X41,...,Xp) dek[X4,...,Xy] iIm-
pliguant la minoration dirtk[X1, ..., Xp]) > n, il suffit d’établir 'inégalité inverse.

Il N’y a rien a démontrer sh = 0. Soit donan > 1 et considérons une chai(® C p1 C
... C pr dansk[X4,...,Xy| avecr > 1. L'idéal p; étant non nul, il contient un polyndmfe
non nul qui fournit une relation de dépendance algébriquetnaiale entre les images de
X1,...,Xn dans lak-algébre de type fini integre A K[T1,...,Tn|/p1; plus précisément, si
I'on suppose par exemple deqf) > 1, alors K= FraqA) est une extension algébrique du
sous-corps engendré par les images ge X, X1 et donc dedr(K /k) < n— 1. On déduit
alors de I'hypothése de récurrence la majoration

r—1<dim(A) =degtr(K/k) <n—1,
dou
dim(k[T1,...,Tn]) <n.

Corollaire 6.7— Toute algébre de type fini sur un corps est de dimension finie.
Démonstration Soit A une algébre de type fini sur un corps et sditl'ensemble de ses
idéaux premiers minimaux. En vertu du théoreme précédanteauA/p est de dimension
finie pour tout idéal premier de A et donc

dim(A) = supdim(A/p) < oo
peA

puisque 'ensemble7 est fini par noethérianité de A. O

(6.3) Soit X un espace topologique et soitcYX un fermé irréductible. La&odimensiorde
Y dans X est la borne supérieure des longueurs des chainesmdésfirréductibles de X
contenant Y. Notation : codiflY, X).

Si A est un anneau lauteurht(p) d’'un idéal premiep de A est par définition la codimen-
sion de \(p) dans Spe@\ ) ; c’est de maniére équivalente la borne supérieure des éamgu
des chaines d’'idéaux premiers de A contenus @gassit encore la dimension de I'anneau
local A, :

ht(p) = dim(Ap).

Proposition 6.8— SoitX un espace topologique. Pour tout fermé irréductidlde X,
codim(Y,X) +dim(Y) < dim(X).

Démonstration C'est évident. O

Lemme 6.9— Soit k un corps eX = Speck|T1,...,Ty]). Les conditions suivantes sont
équivalentes pour tout fermé irréductibfede X :

(i) codim(Y,X)=1;

(i) Y =V(f)avec fe k[Ty,..., Ty irréductible.



Démonstration La condition codiniY,X) = 1 revient a dire que Y est de la formepj
avecp non nul et minimal pour cette propriété. L'annegiiq,..., Ty| étant factoriel, les
idéaux premiers non nuls minimaux sont précisément lesiiddpancipaux engendrés par
un polynéme irréductible. O

Proposition 6.10— Soient k un corpsh une k-algébre de type fini intégié,= SpecA) et
Y C X un fermé irréductible. On a

codim(Y,X) +dim(Y) = dim(X).

Démonstration En raisonnant par récurrence sur cot¥irX), il suffit d’établir cette identité
lorsque codinY,X) = 1.

Considérons un morphisme entier et inje¢Tq,...,Tp] — A et soitm: X — Xg =
Speck[T1,...,Tn]) 'application associée. L'imaga(Y) de Y est un fermé irréductible de
Xo et codim(m(Y),Xp) = codim(Y,X) = 1 en vertu du théoréme de Cohen-Seidenberg. Vu
le lemme précédenty(Y) = V(f) avecf € k[Ty,...,Ty| irréductible.

Posant B=[T1,...,Tn]/(f),0na

dim(r(Y)) = degtr(FradB)/k) =n—1
etdonc dinfY) =dim(m(Y)) =n—1. O

(6.4) Nous allons maintenant relier la codimension d’'un ferméductible au nombre
d’équations le définissant. Ceci va nous permettre en péeicde démontrer que tout
anneau local noethérien est de dimension finie.

Lemme 6.11— SoitA un anneau noethérien. 8i est de dimensiof, toute suite décrois-
sante d’idéaux dé est stationnaire.

Démonstration Cf. travaux dirigés, feuille 4, exercices 3 et 5. O

Théoreme 6.12 (Hauptidealsatz de Krul- Soit A un anneau noethérien intégre et soit
f un élément non nul dA. Tout idéal premiep de A contenant f et minimal pour cette
propriété est de hauteur.

Démonstration Lidéal p est non nul puisqu’il contient et il nous faut prouver qué0)
est le seul idéal premier de A strictement contenu gar@uitte a remplacer A par Aon
peut supposer que A est local, d'idéal maximat’est ce que I'on fait. Par hypothégeest
'unique idéal premier de A contenahtdonc I'anneau AfA est de dimension 0.

Considérons un idéal premigrde A strictement contenu damps Par hypothesa; ne
contient pad. Soit(qn) la suite décroissante d’idéaux de A définie par

dn=q"A;NA={acA; ilexistese A—q tel quesac q"A,}.

L'anneau A/Af étant noethérien et de dimension 0, la syiteA /A f) est stationnaire et il
existe donc un entier > 1 tel que

dn+Af =qni1 +Af.

Pour toutx € qp, il existea € A tel quex+af € gn.1; on aaf € qn, donca € g puisque
f € A—q, et par suite

dn = dnt1+ fan
= gn+1tPan.



On a ainsign/qn+1 = pqn/dqn+1, doncgn = qn.1 par application du lemme de Nakayama.
CommegmA4 = qMA, pour toutm,

anq _ qn+lAq — qanq

et doncq"A, = 0 par une nouvelle application du lemme de Nakayama. Lidéélant
premier,gA, = 0 et finalement] = 0. O

Théoreme 6.13— SoitA un anneau local noethérien d’idéal maximal Quels que soient
fl,...,fr Em,

dim(A) <dim(A/(fq,...,f))+r.

Démonstration En raisonnant par récurrence suon se ramene a prouver
dim(A) <dim(A/Af)+1

pour toutf € m.

Etant donnée une chaipg C ...pn d'idéaux premiers de A telle quic py, nous allons
construire une nouvelle chaipg C ... C py, = m telle quepy = po et f € p}. On raisonne
par récurrence sur> 1, le cam = 1 étant trivial. Supposons> 2 et f ¢ p,_1. Soitp;, ; un
idéal premier contenampt,_»>+ A f et minimal pour cette propriété ; commgest de hauteur
au moins 2 dans I'anneau/pn_», l'inclusion p;, ; C pp est stricte en vertu du théoréme
précédent et on obtient donc une chagipe, C p;,_; C p, = m. Lhypothése de récurrence
appliquée alachaing C ... C pn_2 C p;,_, fournitune chaing, C ... C p;,_; avecpy = po,

f € p etil suffit de considérer la chaimpg C ... C py, obtenue par concaténation.

Appliquant ce que I'on vient de dire a toute chaine de la fopgme ...pn, = m, nous en
déduisons dirfA/fA) > n—1 et donc

dim(A) <dim(A/Af)+1.

Corollaire 6.14— SoitA un anneau local noethérien d’idéal maximakt de corps résiduel
k. La dimension dé est finie et

dim(A) < dimgm/m2.

Démonstration Le A-modulem/m? est un espace vectoriel de dimension finieksrA /m.
Sixq,...,% sont des éléments de relevant une base de/m?, m = (x1,...,%,) +m? et
doncm = (xg,...,%,) en vertu du lemme de Nakayama. Il reste alors a appliqueéteéme
précédent. O

RemarqueUn anneau noethérien non local peut étre de dimension infMi&lAGATA a
exhibé un exemple.

Corollaire 6.15— Soient k un corps &k une k-algébre intégre de type fini sur k de dimen-
sion n. On pos& = SpecA).
(i) Etant donnés des éléments, .t., f, de A, les composantes irréductibles du fermé
V(fy,..., fr) deX sont de codimension inférieure ou égale ar.
(i) Etant donné un fermé irréductibl¥ de X de codimension r, il existe des éléments
f1,..., fr deA tels queY soit une composante irréductible du ferméfy, ..., f).



Démonstration (i) Soit Y une composante irréductible de fy, ..., f;) et soity un point
fermé de Y n’appartenant & aucune autre composante iribtdude \(fy, ..., f;). Le point
y correspond & un idéal maximalde A contenanfi(Y) et, en vertu de la proposition 6.10,
dim(A) = dim(Ay)
< dim(An/(fg,.... f))+r.
Comme
dim(Am/(f1, ... fr)) = dim(An/3(Y)) = dim(Y),
nous en déduisons
codim(Y,X) =dim(X) —dim(Y) <n-—r.
(i) On raisonne par récurrence sute cas = 0 étant évident. Supposong 1, donc Y#£
X, et soitf un élément non nul d&(Y). D’aprés le théoréme 6.12, toutes les composantes
géometriques de M) sont de codimension 1. Le fermé Y est contenu dans l'une de ces
composantes irréductibles, disons Z, et
codimY,Z) = dim(Z)—dim(Y)
= dim(X)—-1—dim(Y)
= codimX,Y)—1.
D'apres I'hypothése de recurrence, il existe des elémépts., f_; dans A d'images
fi,...,f,_1dans AJ(Z) tels que Y soit une composante irréductible du ferngé,V..., f,_;)
de Z, lequel n’est autre que(¥, ..., fr_1, ). O

Remarque Soitk un corps et soifi le noyau de I’'homomorphisme
K[X,Y,Z] = K[T], (X,Y,Z) — (T3, T4 T°).

C’est un idéal premier et \) est un fermé irréductible de Sg&EX, Y, Z]) de codimension
2. On vérifie qued est engendré par les trois polyndmedyx- 72, XZ —Y? et YZ— X3
mais qu’il ne peut pas étre engendré par deux polynémesmsente




