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THEORIE DE GALOIS

3. Théorie de Galois infinie

On se propose d’étendre la théorie de Galois aux extenalgabriquesnais non néces-
sairement finies d’un corgs

3.1. Extensions galoisiennes infinies

Commencons par étendre la définition des extensions galoiss ; on se fonde pour cela
sur la caractérisation établie au théoréme 7.

Proposition 3.1— Soit K/k une extension algébrique. Les conditions suivantes spriva-
lentes :
(i) k est le sous-corps dé kwvariant parAut(k' /K) ;
(i) 'extension K/k est séparable et tout polyndme irréductibles k[X] admettant une
racine dans kest scindé dans KI’extension eshormalg ;
(iii) k’ est la réunion des extensions finies galoisiennes de k dans k

Démonstration. (i) = (ii) Soitx € k' et soitmy son polyndme minimal su¢ L'ensembleZ
des racines dmy dansk’ est stable sous I'action de Alit/k) et le polyndme
f= X—a
an%’?( )
est donc a coefficients daksCommef (x) = 0, ce polyn6me est divisible pam et donc
finalementf = my puisquef est unitaire et dgd ) < degmy).

(i) = (iii ) Soitx € k' de polyndme minimainy € k[X]. Le polyndmem, étant séparable
et scindé suk/, son corps de décomposition dddigournit une extension finie galoisienne
dek dansk’ contenank.

(ii ) = (i) Soitk une cloture algébrique dé (donc également dk) et soitx € k' — k.
Commex est séparable suk, il existe unk-homomorphismes de k(x) dansk tel que
0(X) # x. Linclusioni : k(x) — k et 'lhomomorphismes : k(x) — k fournissant deux clo-
tures algébriques di(x), il existe unk-automorphism& dek tel queg = Goi. Si K/k
est une extension finie galoisienne kidansk, K est engendré sk par les racines d’'un
polynéme séparablé € k[X] (théoréme 7) et dona(K) = K car ¢ permute les racines de
f. Onaainsio(k’) =K, eto, est unk-automorphisme dg' ne fixant pas. O

Une extension algébriqui€ /k est ditegaloisiennesi elle satisfait aux trois conditions
équivalentes de la proposition. Vu (iii), cette définitiaircide avec la précédente lorsque
I'extension est finie. On pose G&lk) = Aut(k'/k) pour toute extension galoisienkgk et
on parle dugroupe de Galoisle I'extension.

Exemple 3.2— Etant donnée une cloture algébridgkiee k, le sous-corp&(L.) dek en-
gendré par les racines de I'unité d’ordre premier a la cérestique dek est une extension
galoisienne dé.

3.2. Groupe de Galois absolu

Etgnt donnée une cléture algébridudek, deux extensions finies séparabte®tk, dek
dansk sont toujours contenues dans une méme extension finie igaloés: il existe en effet



des polynémes séparablgset f, dansk[X] tels quek; (respkp) soit un sous-corps du corps
de décomposition d& (resp.f,) dansk (corollaire 9) et, par suite, le corps de décomposition
du polyndme séparable= ppcm( f1, f) dansk est une extension finie galoisienne contenant
ky etko.

Il découle de cette observation que I'ensenitSleles éléments die séparables suk est
un sous-corps dk, la cloture séparablelek dansk. Les clotures séparables Helans deux
clétures algébriques sont évidemment isomorphes en taextgnsions d&k. Comme, en
outre,k® est la réunion des extension finies galoisiennek dansk, I'extensionk®/k est
donc galoisienne.

Définition 3.3— Le groupeGal(k®|k) est legroupe de Galois absotlu corps k ; il est bien
défini a un isomorphisme pres.

Remarques 3.4— 1. Etant donnés une extension galoisienrjle é¢ un sous-corpk’ de K
contenank, I'extension K/k' est galoisienne.

2. On a évidemmerk® = k si le corpsk est parfait. Dans le cas contraire, @ar= p et
I'extensionk/k® estpurement inséparablepour touta € k, il existe un nombre entier tel
queaP € k8. En effet, le polynéme minimal de a surk s’écrit de maniére unique sous la
forme f = g(X4) avecq = p" etg € k[X] irréductible et séparable ; comrgeest scindé sur
kS, a9 e k&

3. L'application de restriction

Aut(k/k) — Aut(k°/k), 0+ Oy

est un isomorphisme. Il suffit de le vérifier lorsgaest un corps de caractéristigpe> 0.
Etant donnés uk-automorphismes de k induisant I'identité suk® et a € kK, il existe un
nombre entien > 0 tel quea?”’ € k¥ et o (a) est donc une racine du polyndomé&™- a";
comme X' —aP" = (X —a)P", o(a) = a et donco = id.

4. Une bonne partie de la théorie des nombres contemporegmssste en I'étude du
groupe de Galois absolu dg

3.3. Topologie du groupe de Galois

Le groupe de Galois d’'une extension posséde une structtuesha degroupe topolo-
gique qu’il est nécessaire de faire intervenir pour prolongerdaespondance de Galois
aux extensions infinies. L'exemple ci-dessous montre gpiahongement naif est voué a
I'échec.

Exemple 3.5— Soit p un nombre premier et sdﬁp une cloture algebrique du corps fi.
Le groupe de Galois absolu= Gal(F,/F,) deF,, contient en particulier 'automorphisme
de Frobenius F, défini par¥) = xP et engendrant un sous-groupe cyclique inifigi= (F).
Le sous-corps d&}, fixé parlo est le méme que celui fixé pér;, pour autant, I'inclusion
o C T eststricte

Pour tout entien > 1, désignons pam, I'isomorphisme canoniqué./nZ —— Gal(IF gy |[Fp)

envoyant 1 sur F. Sn|n, la restriction GalF y»|F,) — Gal(Fyn|F,) correspond, dans cette
identitification, & ’lhomomorphisme canonique A¢énZ dansZ/mZ. Par conséquent, toute
suitea = (an)n>1 de nombres entiers naturels vérifiant la condition

(VmneN-{0}, mn= a,=ayn(modm))



définit naturellement uiff ;-automorphismes, de Fp, dont la restriction au sous-corfigy
est B, Pour que cet automorphisme appartienig,al faut et il suffit qu’il existea € N tel
quea, = a (modn) pour toutn.

Choisissons un nombre premieet soit(ay)n>1 une suite de nombres entiers telle que, si
n=/¢“n" avec pgcd/,n’) = 1, alors

a,=0(modn') et ap=1+/0+...+¢1 (mod¢?).

Cette suite satisfait a la condition précédente en vertinéloréme chinois des restes mais il
n’existe nombre entier naturaltel quea, = a (modn) pour toutn.

Soitk un corps et soit Kk une extension galoisienne e

Proposition 3.6— Il existe une unique structure de groupe topologiqueGakK /K) telle
gu’'un systeme fondamental de voisinages de l'identitéfeamé des sous-groupes de la
formeGal(K|k'), ou K est une extension finie galoisienne de k déns

Démonstration. De maniere générale, si G est un groupe/eest une famille de sous-
groupes distingués stable par intersection finie, il exisie unique structure de groupe to-
pologique sur G telle que” soit un systeme fondamental de voisinages de l'origine : la
stabilité de?” permet de munir G d’une topologie telle qg# soit un systeme fondamental
de voisinage deg € G et I'application(G x G — G, (g,h) — gh™1) est continue puisque
gHh~'H = gh~1(hHh~1)H = gh~'H pour tousg,h € G, He 7.

La famille de sous-groupes distinguésideonsidérée ici convient car deux extensions fi-
nies galoisiennes dedans K sont contenues dans une extension finie galoisiemm@ugoe.
O

Tous les groupes de Galois considérés sont munis de la tfip@joe I'on vient de décrire.
Si I'extension galoisienne K est finie, la topologie obtenue sur @4lk) est la topologie
discréte.

Soit K/k une extension galoisienne et désignons/pdlensemble des extensions finies
galoisiennes d& dans K. Le group§]wa Gal(k'|k) est muni de la topologie produit; c’est
un groupe topologique compact et totalement discontinut (ioint admet un systeme fon-
damental de voisinage ouverts et fermés).

Proposition 3.7— L'application naturelle
Gal<K‘k> — l_l Gal(K|k/), O +— (O-\k/)k/E/\
KeN

est un homomorphisme injectif de groupes topologiquesadjerfermée. En particulier, le
groupe topologiqu&al(K k) est compact et totalement discontinu.

Démonstration. Cette application est clairement d’'un homomorphismectifjede groupes
topologiques. Son image est 'ensemble H des familtgg) v telles que, pour toutes ex-
tensionsky, ko € A aveck; C ky, 0y, soit la restriction degy, ak;. Par suite, s = (0 )ken
n'appartient pas a H et &i, ko € A sont deux extensions telles qkecC ko et oy, ne soit la
restriction deoy, akj, alorsgu ¢ H pour toutu appartenant au noyau de la projection

l_| Gal(K'|k) — Gal(ky [k) x Gal(kz|K).
kK'eN
Ce noyau étant ouvert par définition de la topologie prodeia prouve que H est ferme.

3.4. Extension de la correspondance de Galois



Nous sommes maintenant en mesure de prolonger la corrempmde Galois aux exten-
sions algébriques quelconques.

Théoréme 3.8— SoitK /k une extension galoisienne et doit= Gal(K |k). Les applications

u
{sous-groupes fermés @al(K /k)} — {sous-corps d& contenant k
\

définies par (H) = KM et k') = Gal(K|K') sont des bijections décroissantes réciproques.
Les sous-groupes ouverts (resp. distingués) correspaorderextensions finies (resp. galoi-
siennes) de k daris.

Démonstration. Sik’ est une extension finie dedans K, alors G&K |k’) est un sous-groupe
ouvert del" car il contient le sous-groupe ouvert @Galk”), ou k” est une extension finie
galoisienne dé& dans K contenark'. Par ailleurs, tout sous-groupe ouvert Hidest égale-
ment fermé puisque son complémentaig_; gH est ouvert. On en déduit que Giélk')
est un sous-groupe fermé Bepour toute extensiokl dek dans K car

GalK|K)= () GalK|k").
kck' ckK
K’ /K finie
En outre k' = u(Gal(K|K')) puisque I'extension Kk’ est galoisienne.

Considérons maintenant un sous-groupe H a soientk’ = KH, H' = Gal(K|K') ; I'in-
clusion HC H’ est triviale. Soit réciproquement un k’-automorphisme de K et sdif une
extension finie galoisienne dedans K. Désignant parttt H; les images respectives de H
et H par 'homomorphisme de restrictidh— Gal(ky k),

KL = {x e ky | o(X) = x, pour toutg € H} =K Nk

et donc H = Gal(ki|ky N K') en vertu de la correspondance de Galois pour les extensions
finies. Comme K C Gal(ki|ks NK'), Hy = H] et il existe ainsi un élément de H tel que

Tj, = Ojx,- Par suitegGal(K|k;) N"H # @ et, commek; est arbitraire, ceci montre queest
adhérent & H. En particulier, si H est un sous-groupe fernig diors H= Gal(K|K").

Pour qu’une extensicki dek dans K soit galoisienne, il faut et il suffit que I'on aitk’) =
k' pourtouto €T ; vu la correspondance que I'on vient d’établir, cela reéedemander que
Gal(K|K') soit un sous-groupe distingué e auquel cas G&'|k) = Gal(K k) /Gal(K|K').
Enfin, si H est un sous-groupe ouvertlddl existe par hypothése une extension galoisienne
finie k' dek dans K telle que GéK|K') c H; on a alors K' K et I'extension K! /k est ainsi
finie. Noter que I'on a

(I :H) = (Gal(K'|k) : Gal(K|K™) = [k : K.



4. Reformulation fonctorielle

Soientk un corpsk® une cléture séparable #etl" = Gal(k®|k) le groupe de Galois absolu
dek. La théorie de Galois peut se reformuler sous la forme d'upévélence de catégories.

4.1. Algebres étales
Définition 4.1.— Une k-algébre finié est dite
(i) diagonalisable’il existe un nombre entierp 1tel queA soitisomorphe a la k-algébre
produit K';
(i) étales’il existe une extensidd de k telle que l&-algebreA @i K soit diagonalisable.
On dit alors queK diagonalise A

On désigne pak — alg! la catégorie dont
- les objets sont lek-algebres étales;;
- les fleches sont les homomorphismegkéddgebres

Lemme 4.2— SoitB une k-algebre, non nécessairement commutative. Toutddasic
Homy_vect(B, k) constituée d’homomorphismes d’algebres est libre.

Démonstration. Si.%# n’est pas libre, considérons une relation de dépendanéailenon
triviale faisant intervenir un nombre minimal d’éléments. & . Cette relation peut s’écrire
sous la forme
AMO1+...+A0n =0,
oun > 2, Aj # 0 pour touti et g; # gj sii # j. Quel que soit € B, cette relation fournit
l'identité
A101(8)01+ ...+ An0On(S)on =0
puis
A2(01(S) — 02(S)) 02+ . .. + An(01(S) — On(S))on =0
par combinaison linéaire. Comnag # 02, on peut choisis € B tel queoi (s) # 0»(s) et on
obtient de la sorte une relation de dépendance linéaireriviade contredisant la minimalité
de la relation initiale. 0

Lemme 4.3— SoitA une k-algébre finie diagonalisable (resp. étale). Toutesdoalgébre
et toute k-algebre quotient de est diagonalisable (resp. étale).
Démonstration. 0

Proposition 4.4— SoitA une k-algébre finie.
(i) Pour toute extensioiK/k, le cardinal de I'ensemblelomy_a4(A,K) est majoré par
[A: K]. Pour qu'ily ait égalité, il faut et il suffit qu& diagonaliseA.
(ii) Si A estune k-algebre étale, elle est diagonalisée par une sixtefinie séparable de
K.

Démonstration. (i) Posons
X = Honmy_ag(A,K) = Homg_aig(A @k K,K)
et considérons I'application K-linéaire canonique
u: Homepg( X, K) — Homy _yect(A,K), f— ZX f(o)o.
gc
Il s’agit d’une application injective en vertu du lemme p¥dent et I'application contragré-
dienteu" s’identitifie & 'homomorphisme de K-algébres
AckK — P Kes

oeX



envoyana® A sury o.x Ao(a)eg.

La majoration|X| < [A : k] découle de l'injectivité des et il y a clairement égalité si K
diagonalise A. Réciproquement,|¥i| = [A: k], alorsu est un isomorphisme et donc A est
diagonalisée par K.

(i) Si A est étale, il existe une extension K #aliagonalisant A. Quel que soit I’'homo-
morphismer € Hom_54(A,K), a(A) est une souk-algebre finie de K, donc une extension
finie dek dans K. Lak-algebreo(A) étant un quotient de A, elle est diagonalisée par K ; on a
donc|Homy_a4(0(A),K)| = [u(A) : K], ce qui prouve que I'extensian(A) /k est séparable.

O

Proposition— Les conditions suivantes sont équivalentes pour toutgébak finieA.

(i) Pour toute extensioK /k, 'anneauA ®y K est réduit.

(i) LanneauA @k est réduit.

(iii) A estisomorphe au produit d’'un nombre fini d’extensions finégzarables de k.

(iv) A est étale.

Démonstration Limplication (i) = (ii) est triviale.

(i) = (iii ) Etant donné un élémentde A, la sousk-algébrek[x] engendrée pax est
canoniquement isomorphek&]/(my), oumy est le polyndme minimal de surk. L'injec-
tion k[X]/(my) — A induisant une injectiok[X]/(my) = k[X]/(mk) @k k — A @k, I'an-
neauk[X]/(my) est réduit et il en découle immédiatement que le polyndmest sépa-
rable. Soient alorgy, ..., X, des générateurs de A skirde polyndmes minimaux respectifs
my, ..., My surk; 'application canoniqug]i’_; k[X]/(m) — A est un épimorphisme de
algébres et il existe un sous-ensemble [ile .., n} tel que A soitisomorphe a kealgébre
Mier KIX]/(my).

(iii ) = (iv) Si A est isomorphe au produit d’'une famille fir(le )ic; d’extensions finies
séparables de

Horn(—alg(AaR) =~ |_| Horn(—alg(ki,R)
e

est de cardingf]i[ki : k| = [A: k] et donc A est diagonalisée plar

(iv) = (i) Soitkg une extension dk diagonalisant A. Quelle que soit I'extension K de
k, K et kg sont contenues dans une extension commundak et ARy K est isomorphe a
un sous-anneau de@y Ko ; comme ce dernier est isomorphe a I'anneau prod§ipéur un
certain entien > 1, il est réduit et il en de de méme dezA K. O

Remarques

4.2.T-ensembles finis

Pour qu’'une action d€ sur un espace discret X soit continue, il faut et il suffit ge® |
stablisateurs soient des sous-groupes ouverts ; commeussgsoupes ouverts de sont
d’indice fini, les orbites sont alors finies.

On désigne par — eng la catégorie dont
- les objets sont les ensembles finis munis d’une actionmwoatiu group€ ;
- les fleches sont les applicatiohsequivariantes.

Pour toutl-ensemble fini X, on désigne par He(X, k%) I'ensemble des applications
r-équivariantes de X dang. Il s’agit naturellement d’ung-alg|‘ebre.
[textbProposition 4— SoitX unTl-ensemble fini [...]

4.3. Equivalence de Galois



Nous allons définir maintenant deux foncteurs contravésian

S
k—algy_ —eng.
F

(i) Pour toutek-algebre finie étale A, @) est 'ensemble Hog a4(A, k®) muni de I'ac-
tion del” provenant de son action naturelle &&ir
(i) Pourtoute flechd € Homy_4g(A,B), S(f) est I'application $8) — S(A), u— uo f.

(i) Pour tout-ensemble fini X, FX) est I'ensemble Hom(X, k%) des application§ -
équivariantes de X dams, que I'on équipe de sa structure naturell&ergébre. Notons
gue le groupd opeére naturellement sur k&-algébre des applications de X dddwvia

(yu) (%) = yu(y *x)
pour tousu € Homeng(X, k%), y € T etx € X et Hony (X, k®) n'est pas autre chose que
la sousk-algébre des éléments invariants sous cette action.

- Pour toute flechd € Homr_eng, (X, Y), F(f) : F(Y) — F(X) est 'hnomomorphisme de
k-algébres défini par(f)(u) = uo f.

Théoréme— Les foncteurs et F sont des anti-équivalences de catégories réciprogues.
Démonstration. Pour toutek-algebre finie étale A, I'application canonique

A x Hom_a4(A,K%) — K, (a,0) — o(a)
induit une flechepp : (Fo S)(A). La collection despa définit un morphisme de foncteurs
¢:id— FoS.

Pour tout -ensembile fini X, I'application canonique

X x Homp (X, k%) — K%, (x,u) — u(X)

induitune flechepy : X — (SoF)(X). La collection degl)x définit un morphisme de foncteurs
Y :id — SoF.

Il reste a démontrer qug et ¢ sont des isomorphismes de foncteurs.

Pour toutl -ensemble fini X, l&S-algebre

F(X) Rk kS = Homr (X, W) Rk kS

s’identifie canoniquement a HortX, k® @y k®) si I'on fait agir I' sur le premier facteur de
kS @y k® et si I'on utilise le second facteur pour définir la structdeek®-algebre. Le fait

gue X soit fini permet de remplack? par une extension galoisienne finie K kelansk®
suffisamment grande :

F(X) @k K = Honmr (X, K) @k K) @ K =2 Homr (X, K @k K).
Pour toutek-algebre étale A,
(FoS)(A) @kk® = Homr (S(A),K™S) @ k®
s'identifie a lak®-algebre
pp ®id: A @Kk — (FoS)(A) ®xk°
I'unique applicatiork®-linéaire
Akd — @ k3ey
oeS(A)

envoyana® 1 sury ;cga) 0(a)€s est un isomorphisme dé-algebres.






