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THEORIE DE GALOIS llIl - C ORRIGE

Exercice 1— 1. Fixons une racing de T° — T +a dans L. Quel que soit I'élémentde Fp, (x+ u)P — (x+u) =
XP4+uP — (x+u) = xP —x et les racines dePl— T+ a dans L sont donc lep élémentsx+u, u € F,. On en déduit
une application injective
GallL/K) — Fp, 0+ 0(X)—X,
qui est manifestement un homomorphisme de groupes puisque
(07)(X) —x=0(T(X) = X) + 0(X) —X= T(X) — X+ 0(X) — X

cart(x) —xeF,C K.

Il'y a deux possibilités :

— siGalL/K) = {1}, alors le polynébme T— T + a est scindé sur K;

— si GalL/K) ~ Fp, alors[L : K] = p et, puisque L est un corps de rupture du polynériie-T + a, celui-ci est

irréductible sur K.

2. (i) Le groupe de Galois G@l /K) est constitué dep automorphismeg":L —L,0<n< p—1. Envertu du
lemme de Dedekind, ces automorphismes sont linéairemeé@pémdants sur L et il existe donc un élémede L tel

que
p—1

z=7% 0"(y)#0
2

—idp) (Z)a >—apy) y=0,

ce qui prouve que est un élément non nul de K; il reste & poger z 1y pour obtenir un élément de L tel que

Zn 00 ( ) 1.
(i) Ona

On a par ailleurs

ola) = pZ)na””(x)

1
= S (1o - 0P do"x)
n=0
p—1
= Z)na”() X+ aP(x Z)G
_ a1,

ce qui prouve quer n'appartient pas au corps K ; d’autre part, comme
olaP—a)=0c(a)P-og(a)=(a-1)°—-(a-1)=aP—aq,

a=aP—a € K. En vertu de la premiére question, le corps de décompaosiia ) du polynébme P — T +adans L
est une extension de K de degrépuisquell : K| = p, L = K(a).

Exercice 2— 1. L'ensembleB, des permutations d&/ pZ de la formexi— 0, p(X) =ax+b,ac (Z/pZ)*,be Z/pZ,
est clairement un sous-groupe @¢€Z/pZ) de cardinalp(p— 1).
Vu l'identité
Oa,b0c,d Oy b = Oa,b0c,d03-1 _a-1p = Oc,ad—bctbs

les permuationsr , b € Z/pZ, constituent un sous-groupe distingtig de B, cyclique et d’'ordrep. Le quotient
Bp/C, estisomorphe au sous-groupeg constitué des permutations de la formg, a < (Z/pZ) x ; il s’agit donc
d’'un groupe cyclique d’ordr@ — 1 et la suite de composition

1a€p<aBp

a quotients cycliques montre que le grodg est résoluble.



Quels que soierd € (Z/pZ)*,be Z/pZ,

n
Ga,b - O-an’(an—1+...+a+1)b

pour tout entier naturegl > 1. On a donc

P _

{ Oab sia#1

0'17021 sia=1"

ce qui prouve que la permutatian , est d’ordrep si et seulement si= 1 etb # 0.

2. (i) Soient G un sous-groupeansitif de G(Z/pZ) et H un sous-groupe distingué de G. Quel que soient
i,j €{1,...,p}, les sous-groupes de H fixant respectivermesttj sont conjugués dans G et on par conséquent le
méme cardinal ; les orbites de H s{0,...,p— 1} ont ainsi le méme cardinal, lequel doit diviser|l en découle
que I'opération de H sufO0,...,p— 1} est soit triviale, soit transitive ; en particulier, le sayreupe H de G opére
transitivement sufl,... p} s'il n’est pas trivial.

En appliguant successivement cet argument aux sous-gr@ipeet G a partir dei =r — 1, on en déduit que le
sous-groupe &de G(Z/pZ) opére transitivement syb, ..., p— 1}. Soit finalement € G(Z/pZ) une permutation
engendrant le groupe Gles supports des cycles intervenant dans la décompositiorétant manifestement stables
sous toutes les puissancestiée groupe G ne peut opérer transitivement U, ..., p} que sit est unp-cycle.

(i) Si 'on note o la permutation dé&Z/pZ définie para(i) = T'(0) (1 <i < p—1), 0~1G,0 est le sous-groupe
cyclique de&(Z/pZ) engendré par la permutatian 1 : 0 1G,0 = €.

SoitA € 0-1G,0 une permutation dont 'image engendre le groupe cycligue'G,0)/(0~1G10). Puisque le
sous-grouper 1G,0 = (011) est distingué danes1G,0, il existea (Z/pZ)* tel queA oA 1= Gfl = 015 €t
donc

AX+1)=A011(X) = 01aA(X) =A(X)+a

puis A (x) = ax+ A (0) pour toutx € Z/pZ, ce qui prouve que le sous-grouge'G,o de &(Z/pZ) est contenu dans
By
(iii) I est clair que&p, est I'unique sous-groupe cyclique d’ordpede B . Vu ce qui précede, on en deduit que G
est I'unique sous-groupe cyclique d'ordpede G ; il s'agit donc d’'un sous-groupearactéristique(i.e. stable sous
tout automorphisme) de &t G, est par conséquent un sous-groupe distingué & Bappliquant le raisonnement
de la question (i), on établit a partir de 1a que le groupe'Gzo est contenu dan®p. En itérantr — 2 fois ce
raisonnement, on obtient finalement queest un sous-groupe distingué de G, puis quéGo est contenu dans le
sous-groupés, de S(Z/ pZ).

3. (i) Le polyndme minimal d§8 sur K(a) est un diviseur strict du polyndme P, de sorte §G&,B) : K(a)] <
p— 1. Lirréductibilité de P sur K garantit par ailleurs quefa[K(a) : K] = p, d’ou finalement

[L:K]=[K(a,B): K] =[K(a,B) : K(a)][K(a) : K] < p(p—1).

(i) Lextension intermédiaire Ka)/K étant de degré, I'ordre du groupe GdL /K) est de la formepm avec
1 <m< p—1. En appliquant le lemme de Cauchy, on en déduit I'existatioa élément de G4l /K) d’'ordre
p; comme les seules permutations d’orgrelansSp, sont les permutations circulaires (i.e. legycles), le groupe
Gal(L/K), identifié & un groupe de permutations des racines de P daositient une permutation circulaire.

Soient H et M deux sous-groupes de 5Gal(L/K) d'ordre p. Si H# H’, HNH = {1} et la projection cano-
nigue G— G/Hr induit une injection de Hdans GHr; comme I'ensemble d’arrivée est de cardimak p, ceci est
impossible et donc H= H'. Toutes les permutations circulaires contenues dand-@€) engendrent donc le méme
sous-groupe.

(ii)) Soit T une permutation circulaire contenue dans(GAK). Le sous-groupe H- Gal(L /K(a)) de GalL /K)
étant d'ordren< p, (t)NH = {1} et donca, 1(a),..., TP~1(a) sont lesp racines de P dans L ; quitte & remplacer
par une puissance convenable, on peut en outre supposeogagtl= 1(a).

Le groupe GdlL /K(a)) est abélien : en effet, étant donngg 0, € Gal(L /K(a)), il existe des entierg, i, €
(Z/pZ)* tels queoiT = T'101 et 0T = T1'20%; on a alors

0102(0) = 0201(0) = a



et

0102(B) = 01021(0)
= 0171202(0Q)
o172(a)
20y (a)
Ttz (@)
= 0201(B),

donco,0, = 0,0;.

Nous pouvons maintenant conclure. Notant Z le sous-groigtieglié de GdL /K) engendré par les permutations
circulaires, Z est cyclique d’'ordrp et la projection canonique Gal/K) — Gal(L /K)/Z induit un isomorphisme de
Gal(L/K(a)) sur le quotient G4L /K)/Z ; nous en déduisons que ce dernier groupe est abélien, étafplit que le
groupe GalL /K) est résoluble.

4. Supposons que le groupe @alK) soit résoluble et considérons deux racines distinatgsde P dans L. Vu la
question 2, un élément non trivial de @alK) fixe au plus une racine de P dans L ; il en découlg(lG&{ (a,B)) =
{1} etdonc L= K(a, ).

Exercice 3—I. Soit f € K[T] un polyndme séparable et sgitI'ensemble de ses racines dans un corps de décompo-
sition K’; on identifie G= Gal(K’/K) & un sous-groupe d&(%).
Etant données des indéterminégsi¥ 1, le groupe GalK’/K) opére naturellement sur 'anneal[ [ )i¢] via

o (Z aVY"> = oa)Y".
On a clairement K(Y/)ici]® = K[(Yi)iel] : en effet, 'inclusion évident& ((Yi)ic;) C K'((Y})ic1 )€ est une égalité car
[K'((Yiier) : K((Yiien)] = [K': K] = Card G) = [K'((Yi)ie1) : K'((Yi)ier)®]
et
K'T(Yi)iat]® = K'[(YDiall N K ((Y)ien)® = K[(Yiiel]-
1. Quelles que soient les permutatiang € &(%),

(Lo)= > 1&)Youygy= > &Yo1r16)= D &Y(10)-1¢) = L1ai
Eex Eex Eex

on en déduitimmédiatement que les polyndifieetO+ appartiennent al'anneau X, (Y ¢)ec2]® =K[Y, (Ye)ecn].
En outre, si I'on désigne par X un ensemble de représentaestsldsses a gauche modulo G d&i{s?),

= UEQ%)(Y ho)= UIZL TEL(Y ~he) = JEL rEL(Y a2

chacun des facteurg,g(Y — 7(Ls)) est manifestement invariant sous I'action de G, donc ajgparh I'anneau
K[Y,(Y¢)ecn), etil estirréductible puisque le groupe de Galois G de €aston K((Y¢)gc)/K((Ye)zcz) Opere
transitivement sur 'ensemble de ses racines de ce polymiame K((Y ¢)zc4). En particulier : le polyndbm®s est
un facteur irréductible dBls dans KY, (Y¢)scz|-

2. Vu la décomposition déls en produit de facteurs irréductibles danfrK(Y¢)sc4|, il est manifeste que le
groupeS(Z) opére transitivement sur 'ensemble des facteurs irréolastdels dans KY,(Y¢):c] et que le
sous-groupe G est le fixateur du fact@r dansS(Z).

Il. On suppose maintenant Q et f € Z[T], unitaire de degré.

1. Le polynébmef étant unitaire et a coefficients entiers, ses racines senékiers algébriques. Les coefficients
des polyndmes§l; et®¢ sont par conséquent des entiers algébriques et, commailpaailleurs rationnels, il s'agit
de nombres entiers puisque I'annéaest intégralement clos.

2. (i) Si I'on considére les racinédsde f comme des indéterminées, le polyndme

0, (- Z o)
0e6(#) Eex



est a coefficients dans I'anned@lzy, ..., 4], ou Z; est lai-eéme fonction symétrique élémentaire des % :

5= z |'| é.
Ic#, Cardl)=1¢¢€l

On a de méme

I_I (Y— Z ZYCTl(Z)> eZ[ZL---7ZdHY7(YZ)Ze%’p]7
0€S(%p) 4

€%y

ou Zi,...,Z4 sont les fonctions symétriques élémentairesflesZ,. Quelle que soit la bijectiop : #Z — %, per-
mettant d'identifier les anneal Y, (Y¢)gc | €tZ[Y, (Y ¢)7c%,], Zi estlaréduction d& modulop et le polynéme
M+ est donc la réduction du polyn6niier modulo p.

On a vu que le groupes(#) opére transitivement sur I'ensemble des facteurs irrdulast de [M; dans
ZIY,(Y¢)seq); toute bijectiong : Z — Z induisant un isomorphisme du grougg%) sur le groupes (%), ce
dernier opére donc transitivement sur les réductions noooldes facteurs irréductibles die.

(i) Il existe évidemment un unique facteur irréductible [de dont la réduction est divisible p&;. Par suite,
si O divise la réduction®¢ de ©¢ modulo p, alors toute permutation d#, fixant le facteur®; de My = My

fixe nécessairement le facte@; ; ainsi, quelle que soit la bijection admissipe: % — Hp, 'homomorphisme
S(%p) — &(%#), 0 — ¢1a¢ envoie le stabilisateur d®&¢ dans celui deds, c'est-a-dire le groupe de Galois
Gal(Fp(Z%p)/Fp) de f dans le groupe de Galois GKI(%)/K) de f.

(iii) Fixons une bijectiong : %7 — %, et utilisons-la pour identifier les annealdkY, (Y ¢ )| €Z[Y, (Y )7, )-
Si Q est un facteur irréductible dié; divisant la réduction d®¢ modulop, 'isomorphismeS(%p) — 6(%), 0 —
¢ 1o envoie le stabilisateur H de Q dans G&l/Q); comme H= 1-1Gal(Fp(%p)/Fp)T pour une permutation
convenabler € G(%;) en vertu de la question 1.1, 'lhomomorphisré&%p) — &(%), 0 — ¢ "t loT$ envoie
Gal(Fp(Zp)/Fp) dans GalK’/Q) et la bijectiont o ¢ de Z surZ,, est admissible.

Il est clair que deux bijections admissibles induisent demdmorphismes d&(%,) dans&(#) qui envoient
Gal(Fp(Zp)/Fp) sur deux sous-groupes conjuguésgie] (K'/Q).

1. 1. Soit f € Z[T] un polyndme unitaire de degréet soit G le groupe de Galois d’un corps de décomposition de
f, que I'on identifie a un sous-groupe du groupe symétrigiue

— Lirréductibilité de f (mod p;) implique I'irréductibilité def dansQ|[T] et donc latransitivité du sous-groupe G
deSy.

— L'automorphisme de Frobenius,, : x — xP2 détermine un élément du groupe de Galois du polynd(meod p,)
de la formetc outcd, t étant une transposition ef¢’ étant deux cycles de longueur impaires®“° %) est
alors une transposition et, identifiant le groupe de Galeis (@nod py) & un sous-groupe de G (cf. partie Il),
nous en déduisons que le groupe G contient une transposition

— Enraisonnant comme précédemment, on déduit de I'hypathéds (mod ps) que le groupe G contient un cycle
de longueun— 1.

Tout sous-groupe transitif G d®, contenant une transpositioret unn— 1-cyclec est nécessairement égaba.

— Sile support dén’est pas contenu dans celuidelorst = (i, j) avecc(i) =i, ctc ™k = (cX(i),cX(j)) = (i,*(}))
pour tout entiek > 1 etG contient donc toutes les transpositions de la fofm@ avec? € {1,...,n} —{i}; ces
derniéres engendrant le grougg, G = &,,.

— Si le support de est contenu dans celui dgla transitivité de G garantit I'existence d'un élémende G tel
quet = (i, j) etg(i) ¢ Supgc); il suffit alors de remplacetr par la transpositiomtg = (g(i),g(j)) pour étre
ramené au cas précédent.

Remarque : lorsque & p est un nombre premier, il suffit d’avoir la premiéere et la xiéme des trois conditions
précédentes car une transposition t et un p-cycle ¢ engahdieegroupeS,, : en effet, si t= (1,2), il existe un
entier k> 1 tel que &(1) = 2 et donc, quitte & remplacer ¢ paK,con peut supposer € (1,2,...); on a alors
tj = cltc™) = (c!(1),¢/(2)) = (cI71(2),c! (2)) pout tout j> 1 et, comme les p entierd(@),c(2),...,cP~1(2) sont
tous distincts, il existe une permutatiane S, telle que | = o(j+ 1, j+2) pour tout je {0,...,p— 2}, ce qui
prouve que t et c engendret,.

2. La décomposition du polyndme T T — 1 en produit de facteurs irréductibles dadh$T] est

TP—T—1=(T?-T-1)(T3+T?+1).



Ce polynéme est par ailleurs irréductible d&i$T| : en effet, si tel n’était pas le cas, il posséderait alorsrac@e
& dansFg; comme P—T = (T>— T —1)(T*+1) + T*+1, & serait racine de 7+ 1, et donc racine double d€ F T
puique B+ 1T —T...

Le polynéme T —T — 1 est irréductible danB,[T] : en effet, comme

T T=(T'-T-1T+T?
T’ — T —1 est premier au polyndme T T et n’'admet donc aucune racine ddfs Vu les identités
T T=THT —T-1)+T(T?4+T-1) et P—T=T(T—1)(T+1)(T2+1)(T?+T—1)(T?+2T-1)

dansF3[T], T+ T — 1 est un facteur irréductible d€ F T — 1 dansF3[T] et I'autre facteur, de degré 5 est irréductible
puisqu’il est manifestement premier & T T et n’admet donc aucune racine dats

Vu la remarque faite a l'issue de la question précédenteal@e que nous venons de faire prouve que les groupes
de Galois des polyndmesF T —1 et T — T — 1 sont respectivemeds et S-.

Exercice 4— 1. L'applicationFy» — Fp[T] associant & son polynéme minimal suFp, induit une bijection entre
I'ensemble des orbites de GBly/Fp) SUrFpn — Umjnmzn Fpm €t 'ensemble des polyndmes unitaires et irréductibles
de degrén danslF[T]. NotantA1(n, p) le nombre de ces derniers, on a donc

1 1 n-1 1 pn pn
Al(n,p):—<p”— pm> 2—<p”— p’“) 2—<p”——> > —
n m\an;én n ngo n p—1 2n
dés quep > 3.

Selon un raisonnement totalement analogue, le noiyire p) des polynémes unitaires € IF,[T], de degrén et
s’écrivant comme le produit d’un facteur linéaire et d'untéur irréductible de degmé— 1 vérifie :
pnfl pn
> = .
As(N.P) 2 3=y = 5=
Enfin, le nombreAy(n, p) de polynémes unitaire$ € Fy[T], de degrén et s’écrivant sous la formé = ga ou
f = qabavecq, a, b unitaires et irréductibles, dég) = 2 et deda), degb) impairs vérifie :
p2 ( pn—2 pa pb> - p2 pn—2 pn

> Lt
Az, p) 2 7 max| 7 = 2a2b

42(n-2) 8(n-2)

a,b impairs a+b=n-2
Posank(n) = max(2n,8(n— 2)), nous obtenons finalement la minoration
pn
Ai(n,p) > —
|( 7p) - k(n)
pour touti € {1,2, 3} et tout nombre premiep > 3.

2. Soiti € {1,2,3}. Lhomomorphisme canoniqug/PZ — [{_, Z/piZ étant un isomorphisme, tout polynéme uni-
taire de degré dansZ/PZ[T] est uniquement déterminé par ses réductions modutolesibres premierpy, ..., pr ;
on en déduit immédiatement que le nombre de ces polyn6mesdomne des réductions modudg, ..., pr n'est de

type (i) est minoré par r ] . }
N ) = (o) 17 (i)

3. Quel que soit I'entier naturel N 3, il découle de I'exercice précédent qmgN) est minoré par le nombre,(N)
des polynémes unitaires et de degré € Z[T], dont les coefficients sont majorés par N en valeur absoltetsagu’il
existe, pour tout € {1,2,3}, un nombre premier parng, ..., pry) modulo lequelf est de type (i). Désignant par P
le produit des nombres premieps, ... ., pr(n), ON @ manifestement

r(N) r(N)
ag(N)2(2N+1)”—3<1—W1n)> P“2(2N+1)”—3<1—W1n)> N",

Commer(N) tend versto avec N, on en conclut :

donc






