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THEORIE DE GALOIS
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1.3. Séparabilité

2. Extensions galoisiennes et correspondance de Galois

2.1. Groupe des automorphismes d’'une extension

Etant donnée une extension de cokfé&, on note Autk’/k) le groupe de ses automor-
phismes, c’est-a-dire le groupe des automorphismes dis &bgpmpatibles avec I’hnomo-
morphisme dé dansk’.

En vertu du corollaire 2, le groupe des automorphismes déxtension finiek' /k est fini
et
|Aut(K' /K)| < [K': K].

Exemples— 1. Le groupe AW{C/R) est constitué de l'identité et de la conjugaison com-
plexe.

2. Le groupe AutQ(3v/2)/Q) est réduit a I'identité car, tout automorphismeeQ(3v/2)
devant envoyet/2 sur une racine de%- 2, 0(3v2) =3 /2 eto = id.

3. Le groupe AutQ(3v'2, j)/Q) est d’'ordre 6 (c’est le maximum possible puisque I'ex-
tension considérée est d’ordre 6).

Définition 6 — Une extension finie' kk est ditegaloisiennesi son groupe d’automorphismes
est « aussi gros que possible », c’est-a-dire si

Aut(K /K)| = K : K.

Si une extension fini&'/k est galoisienne, son groupe d’automorphismes est appelé le
groupe de Galoisle I'extension et noté Gad'/k).

Exemple— Soientp un nombre premier & = p". L'extensionFq/IF,, est galoisienne et
Gal(IFq/Fp) est un groupe cyclique d'ordre engendré par 'automorphisme de Frobenius.
Considérons en effet un générateudu groupe multiplicatiffs ; commea est d’ordrep”,

lesn élémentsa, Frob(a) = aP, ..., Frod(a) = aP" sont tous distincts et 'automor-
phisme de Frobenius Frob engendre donc un sous-groupgugdliordren de Aut(Fq/Fy).
En vertu de la majoratiofAut(Fq/Fp)| < [Fq: Fp] = n, on en déduit

Aut(Fq/Fp) = {id,Frok ..., Frob 1}
et I'extensionFy/IF, est donc galoisienne.

Théoréme 7— Soit K/k une extension finie. Les conditions suivantes sont éeuntes :
(i) 'extension Kk/k est galoisienne;



(i) 'extension K/k est séparable et tout polynéme irréductible k[X] ayant une racine

dans k est scindé sur’k

(iii) k’/k est une extension de décomposition de décomposition dlyngme séparable

f e K[X].
Démonstration. (i) = (ii) Soit a € k'. L'application de restriction Ak’ /k) = Homy (k' k') —
Homy(k(a), k') induit une injection
Aut(K'/k) /Aut(K /k(a)) — Homy(k(a),K)
dont on déduit les inégalités
Aut(K'/K)| < [Aut(K'/k(a))|[Hom(k(ar), k)| < [K': k(a)][k(ar) : K]
en vertu du corollaire 2. CommAut(k'/k)| = [K' : k] = [K : k(a)][k(a) : K], il vient
[Homy (k(ar),K')| = [k(ar) : K
et le polyndbme minimal der est donc scindé a racines simples KuiL’extensionk’ /k est
donc séparable et tout polyndme irréductibke k| X] admettant une racine dakiest scindé.

(i) = (iii) Si Xq,...,X, sont des générateurs Kesurk de polyndmes minimaux respectifs
f1,..., fn, chaquef; est séparable et scindé ddisdonck’ /k est une extension de décom-
position du polyndme ... . f,.

(iii) = (i) Onraisonne par récurrence slir: k]. Le cagk’ : k] = 1 étant trivial, supposons
[K': k] > 2 et considérons un facteur irréductilgele f de degré> 2. Soita une racine de
g dansk’. Comme le polynémé est séparable et scindé $dyil en est de méme pouyet
donc|Homy(k(a),K)| = [k(a) : k] ; d’autre partk’/k(a) est une extension de décomposi-
tion du polynéme séparabliec k(a)[X]. Cette derniére observation a deux conséquences

immediates.
— L'extensiork’/k est galoisienne en vertu de I'hypothese de récurrence |Alaik’ /k(a)| =
K :k(a)].
— L'application de restriction Agk'/k) — Homg(k(a),K') est surjective : étant donné
j € Homy(k(a),K), l'inclusioni : k(a) — K et j : k(a) — K sont deux extensions de
décompositions dé € k(a)[X], donc il existe un automorphisnoedek’ tel quegoi = j

et, commea et j coincident suk, o est un automorphisme de I'extensidrik.
On obtient finalement

[Aut(K'/K)| = [Aut(K'/k(a))[[Hom(k(ar),K)| = [K : k(a)] [k(ar) : K] = [K: K]
et I'extensiork’ /k est donc galoisienne. O

Corollaire 8— SoitL /k une extension galoisienne et siitun sous-corps de contenant
('image de ) k. L'extensioh /K est galoisienne.

Démonstration. Il suffit de considérer un polyndme séparable k[X] dont L/k est une ex-
tension de décomposition /K est une extension de décomposition du polyndme séparable
f € K[X] et donc est galoisienne. 0

Corollaire 9— Toute extension finie séparablgkun corps est contenue dans une extension
galoisienne.

Démonstration. Soientxy, ..., X, sont des générateurs Kesurk, de polyndmes minimaux
respectifsfy, ..., f, € k[X]. Ces derniers sont séparables et il en est de méme de leur plus
petit commun multiplef. Considérons une extension de décompositigk’ ide f € K'[X];
commek’ est engendré slrpar des racines dg K/k est une extension de décomposition
de f € k[X] et on obtient ainsi une extension galoisienn&dentenank’. O



Soit f € k[T] un polynébme séparable et sojtk’une extension de décomposition &e
NotantZ = {a1,...,an} 'ensemble des racines dedansk’, 'homomorphisme

GalK /k) — &(#), o+~ (ai— o(a)))
identifie Ga(k'/k) a un groupe de permutations dms

Proposition 10— L'image deGal(k'/k) dans&(Z) est le sous-groupe formé des permuta-
tions o satisfaisant & la condition suivante : pour tout polynéme k[X1, ..., Xp],

q(d1,...,an) =0 =q(o(ai),...,a(an)) =0.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. On démontrelg@si suffisante
en raisonnant par récurrence sur le degré de cas de¢f ) = 1 étant trivial.

Considérons une permutatian des racines dé¢ dansk’ satisfaisant a la condition de
I'énoncé. Sig € k[X] est le polyndbme minimal de1 surk, g(o(a1)) = 0 et il existe donc un
k-homomorphisme : k(a1) — K tel quet(a1) = o(a1). Cet homomorphisme se prolonge
en unk-automorphisma’ dek’ car I'inclusioni : k(ai) — K et 1 : k(ai) — k' sont deux
extensions de décomposition fleLa permutatior’ deZ définie paro’ (a;) = '~ *(o(a1))
satisfait a la méme condition quetout en fixant la raciner ; I’hypothése de récurrence
fournit alors urk(a;)-automorphisme” dek’ tel que

(ai) = o' (o)
pour touti > 2 et en outret’(a;) = a1 = d’(ai). Finalement,T = /o 7”7 est unk-
automorphismes dé tel quet(a;) = o(a;) pour touti. O

Définition 11 — Le groupe de Galois'un polyndme séparable € k[T| est le groupe des
automorphismes d’une extension de décomposition de f.

2.2. Invariants

Etant donnés un corgset un groupe G d’automorphismes kleon vérifie immédiatem-
ment de I'ensemble
k® = {xek; gx=Xx pour toutg € G}
des points fixes de G daksest un sous-corps de

Théoreme 12 (E. Artin}— Soient k un corps &6 un groupe fini d’automorphismes de k.
L’extension Kk® est finie et galoisienne, de groupe de GalBis

Démonstration. Posona = |G| et considérons + 1 élémentsay, ..., a1 dansk. Lesn

formes linéaires
n+1
<¢a = Zi U(ai)xi>
i= oeG

s’annulent simultanément sur un élément nonhet (Aq,...,An. 1) dek™?1. On choisitA
de telle sorte que le nombre de coordonnées non nulles suinaliet, quitte a renuméroter
lesa;, on peut supposer; # 0 puisA; = 1.

Quel que soit € G, T(A) = (T(A1),...,T(An+1)) annule également lesformes linéaires
précédentes en vertu de l'identité

¢o(T(2)) = T(dr-15(A)).

CommeTt(xy) = X1, T(A) — A est un élément de™?! sur lequel les s’annulent les formes
linéaires(¢o) scc €t ayant au moins une coordonnée nulle de plus\gi notre hypothése,



ceci impliquer(A) —A = 0 pour toutt € G etdonciy, ..., Ans1 € kC. On obtient de la sorte
une relation de dépendance linéaire non triviale

n+1

_Zi)\iai = ¢ia(A) =0

entre lesy; surk®, d’ou [k : k%] < n.
Finalement, commk : k®] > |Aut(k/k®)| > |G|, nous avons finalement obtenu les égali-
tés
k: k%] = |G| = |Aut(k/Kk®)|
et 'extensiork/k® est finie et galoisienne, de groupe de Galois G. a

Exemple— On définit une action fidéle du groupe symétriqig par automorphismes
du corpsk(Xy,...,Xn) en posanto(Xi) = Xq(y pour tousi € {1,...,n}, 0 € &p.
Notant %,,...,Z, les polyndmes symétriques élémentaires, l'inclusigny,...,Z,) C
K(X1,...,Xn)®" est triviale. Par ailleurs, I'extensidk(X1,...,Xn)/k(Z1,...,Z,) étant une
extension de décomposition du polyndm@-X=;X"~1+ ..+ (—1)"%, son degré au plus
nl. Comme

K(X1,...,Xp) 1 k(X1,...,Xp)®" =nl,
le théoreme d’Artin implique alork(X1,...,Xp) = k(Zl,...,Zn)Gn et on obtient ainsi une
nouvelle démonstration du fait que tout polyndime k[X1,...,Xy] invariant sous l'action
du groupeS,, s’écrit de maniére unigue sous la forme d’'un polynéme eixjles

2.3. Correspondance de Galoidlous en arrivons au théoreme fondamental de la théorie
de Galois, établissant pour toute extension galoisieneecorrespondance bijective entre
extensions intermédiaires et sous-groupes de son groupaldes.

Théoréme 13 (Correspondance de Galois) SoitK /k une extension galoisienne. Les ap-
plications

u
{sous-groupes déal(K /k)} — {sous-corps d& contenant k
\

définies par ¢H) = KH et k') = Gal(K /K') sont des bijections décroissantes réciproques.
En outre,
(i) [KH: K =(G:H);
(i) KoHo™ = oKH etGal(K /oK) = 0Gal(K /K)o~ 1;
(iii) H estdistingué danS si et seulement si I'extensidti! /k est galoisienne, auquel cas

Gal(K"/k) = Gal(K /k) /H.

Démonstration. Posons G= Gal(K /k). Etant donné un sous-groupe H de G! Kst un
sous-corps de K contenakitet I'extension KK est galoisienne, de groupe de Galois H
(théoreme d’Artin) ; ainsivo u = id. Réciproquement, & est un sous-corps de K contenant
k, alors I'extension Kk’ est galoisienne en vertu du corollaire ? ? ? ; posaat Glal(K /K'),
linclusion k' ¢ KM est évidente et il s’agit en fait d’'une égalité puisque

[K:KH] =|Gal(K,K)| = [K: K]
en vertu du théoréme d’Artin et de la définition ? ? ?. On obaé@msivo u = id, ce qui achéve

de prouver quel et v sont des bijections réciproques. Il est clair que ces agiphics sont
décroissantes.



(i) [KH:K = [K:K[K:KH"1=|G||H|71 = (G : H). (i) Pour touto € G,

KoHot _ {xeK | (goh)(o71(x)) =x pour touth € H}

{xeK|h(c7(x)=0"1(x) pour touth € H}
= {xeK|o(x)eK"}y =gk
(iii) Vu (ii), un sous-groupe H de G est distingué si et sewasi oK = KH pour tout
oecG.

Tout automorphismes € Aut(KH /k) se prolonge en un automorphisme de I'extension
K/k en vertu du fait que, si € k[T] est un polyndme séparable dontkest une extension
de décomposition, I'inclusion: KH — K etio u : KM — K sont deux extensions de décom-
positions def € KH[X] (cf. théoréme 3). Désignant paf I8 sous-groupe de G constitué des
automorphismes tels quecK™ = K", on a donc une suite exacte

e—— Gal(K/KH) — ¢ —=Aut(K"/k) —=e
et donc G = G si et seulement $Aut(K" /k)| = [KH : k], ce qui démontre notre derniére

assertion. O
O

Remargue Tout sous-corpk’ de K contenank est contenu dans un plus petit sous-corps
k” de K tel que I'extensiok” /k soit galoisienne. En effet, & = KM, k” est le sous-corps
de K invariant sous le plus grand sous-groupe distingué derenu dans H, c’est-a-dire
I'intersection de tous les conjugués de H. On parle d#dture galoisiennélek’ dans K.
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