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THÉORIE DE GALOIS

1. Extensions de corps
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1.3. Séparabilité

2. Extensions galoisiennes et correspondance de Galois

2.1. Groupe des automorphismes d’une extension
Étant donnée une extension de corpsk′/k, on note Aut(k′/k) le groupe de ses automor-

phismes, c’est-à-dire le groupe des automorphismes du corps k′ compatibles avec l’homo-
morphisme dek dansk′.

En vertu du corollaire 2, le groupe des automorphismes d’uneextension finiek′/k est fini
et

|Aut(k′/k)| 6 [k′ : k].

Exemples— 1. Le groupe Aut(C/R) est constitué de l’identité et de la conjugaison com-
plexe.

2. Le groupe Aut(Q(3
√

2)/Q) est réduit à l’identité car, tout automorphismeσ deQ(3
√

2)
devant envoyer3

√
2 sur une racine de X3−2, σ(3

√
2) =3

√
2 etσ = id.

3. Le groupe Aut(Q(3
√

2, j)/Q) est d’ordre 6 (c’est le maximum possible puisque l’ex-
tension considérée est d’ordre 6).

Définition 6 — Une extension finie k′/k est ditegaloisiennesi son groupe d’automorphismes
est « aussi gros que possible », c’est-à-dire si

|Aut(k′/k)| = [k′ : k].

Si une extension finiek′/k est galoisienne, son groupe d’automorphismes est appelé le
groupe de Galoisde l’extension et noté Gal(k′/k).

Exemple— Soient p un nombre premier etq = pn. L’extensionFq/Fp est galoisienne et
Gal(Fq/Fp) est un groupe cyclique d’ordren, engendré par l’automorphisme de Frobenius.
Considérons en effet un générateurα du groupe multiplicatifF×

q ; commeα est d’ordrepn,

lesn élémentsα, Frob(α) = α p, . . . , Frobn−1(α) = α pn−1
sont tous distincts et l’automor-

phisme de Frobenius Frob engendre donc un sous-groupe cyclique d’ordren de Aut(Fq/Fp).
En vertu de la majoration|Aut(Fq/Fp)| 6 [Fq : Fp] = n, on en déduit

Aut(Fq/Fp) = {id,Frob, . . . ,Frobn−1}
et l’extensionFq/Fp est donc galoisienne.

Théorème 7— Soit k′/k une extension finie. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) l’extension k′/k est galoisienne ;
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(ii) l’extension k′/k est séparable et tout polynôme irréductible f∈ k[X] ayant une racine
dans k′ est scindé sur k′ ;

(iii) k ′/k est une extension de décomposition de décomposition d’un polynôme séparable
f ∈ k[X].

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Soit α ∈ k′. L’application de restriction Aut(k′/k) = Homk(k′,k′)→
Homk(k(α),k′) induit une injection

Aut(k′/k)/Aut(k′/k(α)) →֒ Homk(k(α),k′)

dont on déduit les inégalités

|Aut(k′/k)| 6 |Aut(k′/k(α))||Homk(k(α),k′)| 6 [k′ : k(α)][k(α) : k]

en vertu du corollaire 2. Comme|Aut(k′/k)| = [k′ : k] = [k′ : k(α)][k(α) : k], il vient

|Homk(k(α),k′)| = [k(α) : k]

et le polynôme minimal deα est donc scindé à racines simples surk′. L’extensionk′/k est
donc séparable et tout polynôme irréductiblef ∈ k[X] admettant une racine dansk′ est scindé.

(ii) ⇒ (iii) Si x1, . . . ,xn sont des générateurs dek′ surk de polynômes minimaux respectifs
f1, . . . , fn, chaquefi est séparable et scindé dansk′, donck′/k est une extension de décom-
position du polynômef1 . . . fn.

(iii) ⇒ (i) On raisonne par récurrence sur[k′ : k]. Le cas[k′ : k] = 1 étant trivial, supposons
[k′ : k] > 2 et considérons un facteur irréductibleg de f de degré> 2. Soitα une racine de
g dansk′. Comme le polynômef est séparable et scindé surk′, il en est de même pourg et
donc|Homk(k(α),k′)| = [k(α) : k] ; d’autre part,k′/k(α) est une extension de décomposi-
tion du polynôme séparablef ∈ k(α)[X]. Cette dernière observation a deux conséquences
immédiates.

– L’extensionk′/k est galoisienne en vertu de l’hypothèse de récurrence, d’où|Aut(k′/k(α)|=
[k′ : k(α)].

– L’application de restriction Aut(k′/k) → Homk(k(α),k′) est surjective : étant donné
j ∈ Homk(k(α),k′), l’inclusion i : k(α) → k′ et j : k(α) → k′ sont deux extensions de
décompositions def ∈ k(α)[X], donc il existe un automorphismeσ dek′ tel queσ ◦ i = j
et, commei et j coïncident surk, σ est un automorphisme de l’extensionk′/k.

On obtient finalement

|Aut(k′/k)| = |Aut(k′/k(α))||Homk(k(α),k′)| = [k′ : k(α)][k(α) : k] = [k′ : k]

et l’extensionk′/k est donc galoisienne. 2

Corollaire 8 — SoitL/k une extension galoisienne et soitK un sous-corps deL contenant
(l’image de ) k. L’extensionL/K est galoisienne.

Démonstration. Il suffit de considérer un polynôme séparablef ∈ k[X] dont L/k est une ex-
tension de décomposition ; L/K est une extension de décomposition du polynôme séparable
f ∈ K[X] et donc est galoisienne. 2

Corollaire 9— Toute extension finie séparable k′/k un corps est contenue dans une extension
galoisienne.

Démonstration. Soientx1, . . . ,xn sont des générateurs dek′ surk, de polynômes minimaux
respectifsf1, . . . , fn ∈ k[X]. Ces derniers sont séparables et il en est de même de leur plus
petit commun multiplef . Considérons une extension de décomposition K/k′ de f ∈ k′[X] ;
commek′ est engendré surk par des racines def , K/k est une extension de décomposition
de f ∈ k[X] et on obtient ainsi une extension galoisienne dek contenantk′. 2
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Soit f ∈ k[T] un polynôme séparable et soit ’̨/k une extension de décomposition def .
NotantR = {α1, . . . ,αn} l’ensemble des racines def dansk′, l’homomorphisme

Gal(k′/k) → S(R), σ 7→ (αi 7→ σ(αi))

identifie Gal(k′/k) à un groupe de permutations desαi .

Proposition 10— L’image deGal(k′/k) dansS(R) est le sous-groupe formé des permuta-
tionsσ satisfaisant à la condition suivante : pour tout polynôme q∈ k[X1, . . . ,Xn],

q(α1, . . . ,αn) = 0 ⇒ q(σ(α1), . . . ,σ(αn)) = 0.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. On démontre qu’elle est suffisante
en raisonnant par récurrence sur le degré def , le cas deg( f ) = 1 étant trivial.

Considérons une permutationσ des racines def dansk′ satisfaisant à la condition de
l’énoncé. Siq∈ k[X] est le polynôme minimal deα1 surk, q(σ(α1)) = 0 et il existe donc un
k-homomorphismeτ : k(α1) → k′ tel queτ(α1) = σ(α1). Cet homomorphisme se prolonge
en unk-automorphismeτ ′ de k′ car l’inclusion i : k(α1) → k′ et τ : k(α1) → k′ sont deux
extensions de décomposition def . La permutationσ ′ deR définie parσ ′(αi) = τ ′−1(σ(αi))
satisfait à la même condition queσ tout en fixant la racineα1 ; l’hypothèse de récurrence
fournit alors unk(α1)-automorphismeτ ′′ dek′ tel que

τ ′′(αi) = σ ′(αi)

pour tout i > 2 et en outreτ ′′(α1) = α1 = σ ′(α1). Finalement,τ̃ = τ ′ ◦ τ ′′ est unk-
automorphismes dek′ tel queτ̃(αi) = σ(αi) pour touti. 2

Définition 11 — Le groupe de Galoisd’un polynôme séparable f∈ k[T] est le groupe des
automorphismes d’une extension de décomposition de f .

2.2. Invariants

Étant donnés un corpsk et un groupe G d’automorphismes dek, on vérifie immédiatem-
ment de l’ensemble

kG = {x∈ k ; g.x = x pour toutg∈ G}
des points fixes de G dansk est un sous-corps dek.

Théorème 12 (E. Artin)— Soient k un corps etG un groupe fini d’automorphismes de k.
L’extension k/kG est finie et galoisienne, de groupe de GaloisG.

Démonstration. Posonsn = |G| et considéronsn+ 1 élémentsa1, . . . ,an+1 dansk. Les n
formes linéaires (

ϕσ =
n+1

∑
i=1

σ(ai)xi

)

σ∈G

s’annulent simultanément sur un élément non nulλ = (λ1, . . . ,λn+1) dekn+1. On choisitλ
de telle sorte que le nombre de coordonnées non nulles soit minimal et, quitte à renuméroter
lesai , on peut supposerλ1 6= 0 puisλ1 = 1.

Quel que soitτ ∈ G, τ(λ) = (τ(λ1), . . . ,τ(λn+1)) annule également lesn formes linéaires
précédentes en vertu de l’identité

ϕσ (τ(λ)) = τ (ϕτ−1σ (λ )) .

Commeτ(x1) = x1, τ(λ)− λ est un élément dekn+1 sur lequel les s’annulent les formes
linéaires(ϕσ )σ∈G et ayant au moins une coordonnée nulle de plus queλ . Vu notre hypothèse,
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ceci impliqueτ(λ )−λ = 0 pour toutτ ∈ G et doncλ1, . . . ,λn+1 ∈ kG. On obtient de la sorte
une relation de dépendance linéaire non triviale

n+1

∑
i=1

λiai = ϕid(λ) = 0

entre lesai surkG, d’où [k : kG] 6 n.
Finalement, comme[k : kG] > |Aut(k/kG)| > |G|, nous avons finalement obtenu les égali-

tés
[k : kG] = |G| = |Aut(k/kG)|

et l’extensionk/kG est finie et galoisienne, de groupe de Galois G. 2

Exemple— On définit une action fidèle du groupe symétriqueSn par automorphismes
du corps k(X1, . . . ,Xn) en posantσ(X i) = Xσ(i) pour tous i ∈ {1, . . . ,n}, σ ∈ Sn.
Notant Σ1, . . . ,Σn les polynômes symétriques élémentaires, l’inclusionk(Σ1, . . . ,Σn) ⊂
k(X1, . . . ,Xn)

Sn est triviale. Par ailleurs, l’extensionk(X1, . . . ,Xn)/k(Σ1, . . . ,Σn) étant une
extension de décomposition du polynôme Xn−Σ1Xn−1 + . . .+(−1)nΣn son degré au plus
n!. Comme

[k(X1, . . . ,Xn) : k(X1, . . . ,Xn)
Sn] = n!,

le théorème d’Artin implique alorsk(X1, . . . ,Xn) = k(Σ1, . . . ,Σn)
Sn et on obtient ainsi une

nouvelle démonstration du fait que tout polynômef ∈ k[X1, . . . ,Xn] invariant sous l’action
du groupeSn s’écrit de manière unique sous la forme d’un polynôme en lesΣi .

2.3. Correspondance de GaloisNous en arrivons au théorème fondamental de la théorie
de Galois, établissant pour toute extension galoisienne une correspondance bijective entre
extensions intermédiaires et sous-groupes de son groupe deGalois.

Théorème 13 (Correspondance de Galois)— SoitK/k une extension galoisienne. Les ap-
plications

{sous-groupes deGal(K/k)}
u

// {sous-corps deK contenant k}
v

oo

définies par u(H) = KH et v(k′) = Gal(K/k′) sont des bijections décroissantes réciproques.
En outre,
(i) [KH : k] = (G : H) ;
(ii) KσHσ−1

= σKH et Gal(K/σk′) = σGal(K/k′)σ−1 ;
(iii) H est distingué dansG si et seulement si l’extensionKH/k est galoisienne, auquel cas

Gal(KH/k) ∼= Gal(K/k)/H.

Démonstration. Posons G= Gal(K/k). Étant donné un sous-groupe H de G, KH est un
sous-corps de K contenantk et l’extension K/KH est galoisienne, de groupe de Galois H
(théorème d’Artin) ; ainsi,v◦u = id. Réciproquement, sik′ est un sous-corps de K contenant
k, alors l’extension K/k′ est galoisienne en vertu du corollaire ? ? ? ; posant H= Gal(K/k′),
l’inclusion k′ ⊂ KH est évidente et il s’agit en fait d’une égalité puisque

[K : KH] = |Gal(K,k′)| = [K : k′]

en vertu du théorème d’Artin et de la définition ? ? ?. On obtient ainsiv◦u= id, ce qui achève
de prouver queu et v sont des bijections réciproques. Il est clair que ces applications sont
décroissantes.
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(i) [KH : k] = [K : k][K : KH]−1 = |G||H|−1 = (G : H). (ii) Pour toutσ ∈ G,

KσHσ−1
= {x∈ K | (σ ◦h)(σ−1(x)) = x pour touth∈ H}
= {x∈ K | h(σ−1(x)) = σ−1(x) pour touth∈ H}
= {x∈ K | σ−1(x) ∈ KH} = σKH.

(iii) Vu (ii), un sous-groupe H de G est distingué si et seulement siσKH = KH pour tout

σ ∈ G.
Tout automorphismeµ ∈ Aut(KH/k) se prolonge en un automorphisme de l’extension

K/k en vertu du fait que, sif ∈ k[T] est un polynôme séparable dont K/k est une extension
de décomposition, l’inclusioni : KH → K et i ◦µ : KH → K sont deux extensions de décom-
positions def ∈ KH[X] (cf. théorème 3). Désignant par G′ le sous-groupe de G constitué des
automorphismesσ tels queσKH = KH, on a donc une suite exacte

e // Gal(K/KH) // G′ res
// Aut(KH/k) // e

et donc G′ = G si et seulement si|Aut(KH/k)| = [KH : k], ce qui démontre notre dernière
assertion. 2

2

Remarque. Tout sous-corpsk′ de K contenantk est contenu dans un plus petit sous-corps
k′′ de K tel que l’extensionk′′/k soit galoisienne. En effet, sik′ = KH, k′′ est le sous-corps
de K invariant sous le plus grand sous-groupe distingué de G contenu dans H, c’est-à-dire
l’intersection de tous les conjugués de H. On parle de laclôture galoisiennedek′ dans K.

Exemples– 1.
2. Nombres constructibles.

3.


