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4. Anneaux de Jacobson

(4.1) Soit X un espace topologique. Une partie Z est Xlesalement fermési elle est de
la forme Z=UNF, avec U ouvert et Y fermé. Une partig) ¥e X estpartout densesi elle
rencontre toute partie localement fermée non vide de X.

Soit A un anneau; on pose X Spec¢A) et on désigne par XI'ensemble des points
fermégde X, c’est-a-dire 'ensemble des idéaux maximaux de A. ®qui A est uranneau
de Jacobsosi Xg est une partie partout dense de X.

Proposition 1— Les conditions suivantes sont équivalentes :
() A estun anneau de Jacobson;
(i) pour tout idéal premierp deA et tout élément f d& —p, V(p) ND(f) rencontreXo;
(iii) tout idéal premier deA est I'intersection des idéaux maximaux les contenant.

Démonstration (i) = (ii) Etant donnés un idéal premigde A et un élément de A, la partie
localement fermée ) ND(f) de X est canoniquement isomorphe a I'ouvert principal D
de Spe¢A /p), ou f désigne I'image dé dans A/p. Pour que cet ouvert soit vide, il faut et il
suffit quef soit nilpotent ; comme I'anneau /& est integre, cela revient= 0, i.e. f € p.

(i) < (iii) Pour tout idéal premiep de A et tout élémenf de A, XoNV(p) ND(f)
est précisément I'ensemble des idéaux maximaux de A camitgret ne contenant pak
L'équivalence des conditions (ii) et (iii) est donc claire.

(i) = (i) Considérons un fermé F et un ouvert U de X tels que B NF soit non vide.
Sip est un idéal premier de A contenu dans Z, F contient 'adioér&fip) dep ; en outre,
les ouverts principaux de X formant une base de la topoldgievert non vide UNV (p)
de V(p) contient un ouvert non vide de la formg D NV (p) avecf € A —p. Finalement,
XoNZ # & et A est un anneau de Jacobson. a

RemarqueVu la condition (iii), tout quotient d’'un anneau de Jacobsshencore un anneau
de Jacobson.

Exemples (i) Tout corpsk est un anneau de Jacobson; il en est de méme de l'akiBau
(ii) Z est un anneau de Jacobson.

(iii) Pour qu’un annealocal A soit un anneau de Jacobson, il faut et il suffit que $pgc
soit réduit a un point, i.e. que A ne possede qu’un seul id&aher. Cette condition équivaut
a dire que I'anneau réduit At(A) est un corps.

(iv) LanneauZy, obtenu en localisarit en un idéal maximalp) n'est pas de Jacobson :
Spe¢Zp)) est forme d'un point fermeép) et un point dens¢0), et I'ouvert principal Oip)
ne contient quéO0).

(4.2) Les anneaux de Jacobson possedent une remarquable groergtabilite.

Théoréme 2— SoitA un anneau de Jacobson et saitL B uneA-algébre de type fini.
() B estun anneau de Jacobson.
(i) Pour tout idéal maximah’ deB, m = ¢ ~1(m’) est un idéal maximal d& et I'exten-
sion de corps résiduels/m — B/m'’ estfinie.



L'ingrédient essentiel pour démontrer ce théoréme dsihene de normalisation de Noe-
ther, vu I'an dernier erAlgebre 2

Lemme de Normalisation de Noether Soient k un corps &R une k-algébre de type fini
integre. Il existe des élémends,..., ¢, € R algébriquement indépendants sur k tels que
I'hnomomorphisme €1, ..., ] — R soit entier.

On en trouvera une démonstration sous forme d’exercicelddinge d’Atiyah et Macdo-
nald, ainsi que dans Bourbakilgebre commutativeChap.V, §3.

Nous aurons également besoin du lemme suivant.

Lemme 3— SoientA C B deux anneaux integres avBcentier surA. Pour queB soit un
corps, il faut et il suffit qué\ soit un corps.

Démonstration Supposons que A soit un corps. Tout élément nonbrdeg B vérifie une
relation de la formé" +a,_1b"1+... +ay =0 aveca; € A. Comme B est intégre &+ 0,
ap # 0 lorsquen est minimal ;ay est alors inversible dans A étest inversible dans B,
d'inverseag *(b" ! +a,_1b"2+... + & ). Ceci établit que B est un corps.

Supposons réciproguement que B soit un corps. Tout élémarntuia de A est inversible
dans B et son inverde vérifie une relation de la forme" +a,_1b™ 1+ ... +ay =0 avec
a € A. En multipliant cette derniére paf—*, on obtiento = —(a,_1 +... +apa" 1) € Aet
donca est inversible dans A. Ceci établit que A est un corps. O

Démonstration du théoréme.Zi) Posons X= SpecA), Y = Spe¢B) et désignons respec-
tivement par X et Yo I'ensemble des points fermés de X et Y.

Premiéere étape : réductior Il nous faut prouver que tout idéal premiede B et tout
élémentf de B—q, V(q) N D(f) rencontre ¥. Le sous-espace () de Y étant fermé,
V(q) N Yo est 'ensemble Yq)o de ses points fermés. Désignant galimage de f dans
B/q, nous devons donc prouver que I'ouvert principal non vidd )3 V(q) N D(f) de
SpecB/q) = V(q) contient un point fermé. Posops= ¢ ~*(q). Comme 'homomorphisme
A/p — B/q induit par¢ faisant de Bq une algébre de type fini sur 'anneau de Jacobson
A/p, nous pouvons supposer que les anneaux A et Bistagreset que I’homomorphisme
¢ estinjectif ; il suffit en outre de prouver que tout ouvert principal notievde Y rencontre
Yo.

Deuxieme étape : le cas d’'un corpsSupposons que A k soit uncorpset soit f €
B — {0} ; il faut montrer que I'ouvert principal [¥) =2 Spe¢B[f ~1]) contient un point fermé
de Y. Soitp un idéal premier de B maximal parmi ceux contenus daffs Dl'existence de
p peut se déduire du lemme de Zorn, mais il est plus simple isvdguer la noethérianité
de B. En remplacant au besoin B patklalgébre de type fini Bp et f par son image dans
B/p, il suffit de considérer le cas qu= (0) est le point générique de Y.

Dans cette situation, I'anneay B8] = B[T]/(fT — 1) est un corps car il est intégre et ne
posséde qu’un unique idéal premier. Tout comme B, cet anestquar ailleurs unlke-algébre
de type fini et le lemme de normalisation de Noether fournitocden homomorphismentier
K[&1,...,&] — B[f~1]. Lanneauk[&y, ..., &) est un corps en vertu du lemme 3, dane 0
et B[f 1] est une extension finie de on a par conséquent une relation de la foriné +
an_1f~ "V tay=0avecy €k doncf 1= —(an_1+...+apf" 1) eBetB[f 1=
B, d'ou D(f) =Y etD(f)NYo# @. L'assertion (i) est donc établie lorsque A est un corps.



Troisieme étape : le cas générall nous faut prouver que tout ouvert (principal) non vide
U de Y rencontre I'ensemblegydes points fermés de Y. Nous allons pour cela raisonner sur
les fibres de I'applicatiom=2¢ : Y — X.

Quel que soit le poinp de X, la fibrerr1(p) de i au-dessus de est canoniquement
homéomorphe au spectre dedé&)-algébre Bxa k(p). S'il est non vide, nous venons de
prouver que 'ouvert W m1(p) de r1(p) rencontrerr1(p)o. D’autre part, si le poinp est
fermé la fiorer1(p) est un sous-espace fermé de Y et dané(p) NYo = 1 1(p)o. Ainsi,

il suffit d’établir que I'ouvert U rencontre I'une des fibres o au-dessus d’un point fermé
de X.

Nous allons prouver que(U) contient un ouvert non vide de X ; comme, par hypotheése,
X est (partout) dense dans X, ceci impliquera o—1(X) # @ et donc UNY( # @.

Considérons le point génériquede X et observons que(n) est le corps des fractions
de A. Lak(n)-algébre de type fini Ba k(n) s’'identifie canoniquement au localisé de I'an-
neau intégre B par rapport a la partie multiplicatiyéA) — {0} et donc est intégre. En
vertu du lemme de normalisation de Noether, nous disposamshdbmomorphisme en-
tier k(n)[&1,...,&n) — B ®a K(n). Considérons un ensembi@i | de générateurs de la
A-algébre B; chaque élément de | est racine d’'un polydmeiurait coefficients dans(n)
et il existe don@a € A — {0} tel que chaque élément de | soit en fait racine d’'un polynéme
unitaire a coefficients dans& 1], de sorte que 'anneau®1] soit entier sur le sous-anneau
AlaY][&1,...,&n]. Nous obtenons ainsi un diagramme commutatif

Y ——m'(D(a))

|

m Spe¢Afa &, ..., &))

|

X<—D(a)

ourr (resp.i’’) désigne I'application associée a I'homomorphisme edtjarl][&y,. .., & —
B®a k(n) (resp. & ’lhomomorphisme canoniquéal] — Ala=|[éy,...,&n]). Lespace Y
étant irréductible, I'intersection des ouverts non videstUr 1(D(a)) est un ouvert non
vide. Nous savons par ailleurs que I'applicatighest ouverte (section 3, proposition 11) et
gue I'image de tout ouvert non vide par I'applicatimhcontient un ouvert non vide (section
3, proposition 12). Finalementy(U) contient un ouvert non vide de X et ceci achéve la
démonstration de I'assertion (i).

(i) Commek(m’) = B/m est un corps, ’homomorphisme/A& — k(m’) induit par ¢
se prolonge au corps des fraction@n) de A/m. On déduit immédiatement du lemme de
normalisation de Noether et du lemme 3 que I'extension deseaiim) — k(m’) est finie. Il
existe par suite un élémeftde A—m tel que le corpxk (m’) soit entier sur le sous-anneau

A/m[Til], lequel est alors un corps en vertu du lemme 3. On a d@ngMD(f) = {m} et,
comme A est un anneau de Jacobsorg Xg. O

(4.3)Le théoreme précédent montre qu’il y a au moins deux classearguables d’anneaux
de Jacobson :
(i) les algebres de type fini sur un corps;



(i) les Z-algébres de type finiles algebres de type fini sur un corps.

Corollaire 4 (Nullstellensatz, version faible}- Soit k un corps algébriquement clos. Pour
toute k-algébre de type fini, I'application

Homy _aig(A, k) — Spe¢A), u— ker(u)

réalise une bijection sur I'ensemble des idéaux maximau& .den particulier, tout idéal
maximal de KTy, ..., Ty estde la formgTy —t1,..., Tn—t,) avec(ty,...,tn) € k".
Démonstration Tout homomorphisme dealgébresu : A — k étant surjectif, keiu) est un
idéal maximal de A. Réciproguement,msiest un idéal maximal de A, alors I'extension de
corpsk — A/m est finie en vertu du théoréme 2 et ddne 2[/m puisque le corp& est
algébriqguement clos. Les applications— ker(u) etm — (A — A/m = k) sont donc des
bijections réciproques entre Hamyg(A, K) et I'ensemble des idéaux maximaux de A.
Faisant A= K[T4,...,Tp], on obtient

K"~ Homy_ag(k[T1,...,Tnl,k) —— {idéaux maximaux di[Ty,...,Tp]}
(tl7"'7tn) = (Tl—tl,..-,Tn—tn)-
O

Corollaire 5 (Nullstellensatz, version forte}- Soit k un corps algébriquement clos et Soit
unidéal de KTq,...,Tp).
(i) Pour que I'idéalJ soit propre, il faut et il suffit qu’il admette un zéro dars k
(if) Pour qu'un polyndme fe k[T4,..., Ty s’annule sur 'ensembl¥ (J) Nk" des zéros
deJ dans K, il faut et il suffit que f appartienne a la racine dei.e. qu'il existe un
nombre entier = 1 tel que ' € 7.

Démonstration (i) Lidéal J de k[T1,...,Tn] est propre si et seulement s'il est contenu
dans un idéal maximah. D’apres le corollaire précédenty = (T1 —ty,...,Th —ty) avec
(t1,...,tn) €K', i.e. f(t1,...,tn) = O pour toutf € 7.

(i) D’apres le corollaire précédent, dire qu'un polynore k[T, ..., Ty] s'annule iden-
tiquement sur I'ensemble (F) Nk" des zéros d& dansk"” équivaut a dire qué appartient
a tous les idéaux maximaux #€T4,..., Ty contenanti. Commek|[T4,...,Ty| est un an-
neau de Jacobson en vertu du théoreme 2, tout idéal preniBinessection des idéaux
maximaux le contenant; on en déduit que la raciné dgui est I'intersection de tous les
idéaux premiers di[T1,..., Ty] contenan@, est également I'intersection de tous les idéaux
maximaux contenarit, ce qui prouve notre assertion. O

Corollaire 6 — Les conditions suivantes sont équivalentes pour toutdl&frfj) de poly-
némes dan&[T1,..., Ty :
(i) les f engendrent un idéal propre d& Ty, ..., Ty);
(i) il existe un nombre premier p tel que lesaient un zéro commun dans un corps fini
de caractéristique p.

Démonstration Soit J I'idéal de Z[T1,...,Ty] engendré par le§. Pour que laZ-algébre
de type fini A=Z[T1,...,Tp]/J soit non nulle, il faut et il suffit qu’elle posséde un idéal
maximalm et, si tel est le cas, il découle du théoreme 2 guueZ est un idéal maximal de
Z, donc engendre par un nombre prenpeet que I'extension de cor&, — A/m est finie.
Ainsi, I'idéal J est propre si et seulement s'’il existe un homomorphismesstméau
mathbbZT,...,Tn]/J dans un corps fini, donc si et seulement sifeadmettent un zéro
commun dans un corps fini. O






