Algébre approfondie - Automne 2008 ENS-Lyon

CORRIGE PARTIEL DE LA FICHE 6

Exercice 12 (Groupes résiduellement finis}— Un groupe G est dit résiduellement fini si,
pour tout élément # ede G, il existe un sous-groupe distingué N de G d’indice fingte

x ¢ N. Il revient au méme de dire que, pour touyt e dans G, il existe un groudai H et un
homomorphisme : G — H tels queg (x) # e.

1.1l est clair que les groupes finis sont résiduellement fihisst également clair que tout
sous-groupe d’un groupe résiduellement fini est encorduéBement fini.

Quel que soih > 1, le groupeZ” est résiduellement fini : étant donné- (zy,...,z,) #0
dansZ", il existe un indice tel quez # 0 ; ayant choisi un nombre premipmne divisant pas
z, I'image dez par '’homomorphisme : Z" — Z/pZ, (X1,...,%) — % (modp) est non
triviale.

On montre par un argument similaire que le groupg @l est résiduellement fini : étant
donnég # e dans Gly(Z), il existe un nombre premigy tel que I'image deg par 'homo-
morphisme canonique GIZ) — GLn(Z/pZ) soit non triviale.

2. Le groupe (additif)Q ne posséde pas de sous-groupe d’indice fini non trivial : fen, ef
si N est d’indice finin dansQ, alorsr = n(r/n) appartient a N quel que soit Q. Le groupe
Q n’est donc pas résiduellement fini.

3. Soitu € G+ H un mot de longueur au plus Etant donnésg, g € G,
— soit I'écriture sous forme normale desstu = x; ... Xy avecx; € H, auquel cas Iggu) =
lg(g'u) =n+1letg-(g-u)=g-u=u;
— soitlgu), Ig(gu) < n, etalorsy’- (g-u) = g'(g-u) = (9g)u= (99) - u.
Ceci définit donc une action par permutations du groupe @gur.e. un homomorphisme
de groupes G- &6(Qp). Procédant de méme avec H, on en déduit un homomorphisme de
groupes G:H — &(Q) satisfaisant a la condition imposée.

4. Si G et H sont finis, I'ensembl@,, est fini pour toun > 0.

Soitx # e un élément de GH et soit/ la longueur de son écriture sous forme normale.
Pour toutn > ¢, x-e=x € Qp et donc I'image dex dans&(Qp) est non triviale ; comme le
groupeS(Qy) est fini, on en déduit que &H est résiduellement fini.

5. Supposons que G et H soient deux groupes résiduellemengfin@sidérons un élé-
mentx # edans G«H, que I'on écrit sous forme normal& =X, ... Xy avec &pr1 € G—{e}
etxop € H—{e}) ou (xop+1 € H—{€} etxop € G—{€e}) pour toutp. Pour fixer les notations,
on va supposer que I'on est dans le premier cas de figure.

Comme G et H sont résiduellement fini, il existe des groupés fip...,I\y et des ho-
momorphismes

¢2pr1:G—Topr1, Yop:H—=T2p

tels quegi(x) # e pour touti. Posant™ = [, 2p1 €tT” = [l 2p, 0N en déduit deux
homomorphismes

G-I et gy:H-T"
tels queg (Xopt1) # e et (xzp) # € pour toutp. Lhomomomorphisme

¢*L,U:G>|<HHF'*F"



envoiex sur le motg (x1)Y(x2) . .., lequel est sous forme normale par construction ; en par-
ticulier, (¢ x )(X) # e.

En vertu de la question précédente, le grolipel” est résiduellement fini cdr’ et”
sont finis. Il existe par suite un groupe finiet un homomorphismé : I« — T tel que
(Ao (¢ =y))(x)# e, ce qui montre que le groupé <" est résiduellement fini.

D’aprés ce que l'on vient de dire, tout produit libre d’'un rtone fini de groupes rési-
duellement finis est résiduellement fini. Ceci est plus g@eérent vrai pour le produit libre
d’'une famille arbitrairgG;)ic| de groupes résiduellement finis : pour tout €élémegte de
G = %jc1G;, il existe un sous-ensemble fini J de | tel guappartienne au produit libre des
(Gj)jes et son image par 'lhomomorphisme

A . [ idg siied
f 1 %ie1Gi — *jeiGj, f\Gi = { e sinon
est non triviale.

Finalement, en vertu de l'isomorphisméX) ~ xy-xZ pour tout ensemble X, on déduit
de ce qui précede et de la question 1 que tout groupe librégduellement fini

Exercice 16 PSLy(Z)) — Les cing premiéres questions portent sur un groupe queleon
G muni de deux sous-groupes A et B tels que B= {e}.

1. Désignons parg (resp.l'1) I'ensemble des sommets (resp. des arétes) du gfapbe
dispose par construction d’'une application surjecfivé&s — I'1; associant @ I'aréte reliant
les sommetgA et gB. Si deux élémentg, h € G détermine la méme aréfé¢g) = f(h) dans
I, alorsgA = hA etgB = hB, d'ouh~'g e ANB eth= g. L'applicationf est donc bijective.

2. Soitc un chemin dan§ d’arétes successiveg,do, . ..,0n et considérons deux arétes
successiveg; etgj.1 :

4

\{
y
gi+1/
yl
Vu la définition del”, on a
Y =gA, y=0B=g1B et y' =giA
ou
Y =B, y=0A=01A et y' =gi1B.
Dans le premier cas de figurg, 1 = gib avecb € B uniquement déterminé ; dans le second

cas de figuregi.1 = gia aveca € A uniqguement déterminé. On en déduit qu’il existe un
unigue élément; € A UB tel quegi 11 = gi.

3, 4 et 5.Soit ¢N 'ensemble des chemins de longueur N dansempruntant pas deux
fois de suite la méme aréte et séji 'ensemble des suitgsy, ..., xn) d’éléments d¢A —
{e})U (B —{e}) n"ayant pas deux termes successifs dans A ou dans B.

Soitc = (91,...,9n+1) UN chemin dan§. Les conditions = e etgj;+1 = g; étant équiva-
lentes e apparait parmi leg; si et seulement i emprunte deux fois de suite la méme aréte.



Par ailleurs, sk; € A, alorsgi; 1A = giA, doncg;. 2B = gi. 1B etx.1 € B; réciproquement,
six; € B, alorsx;; 1 € A. On a ainsi défini une application

0:6N+1— GXEN, C— (O1,X1,--,XN)

Sic=(g1,...,On+1), AlOrSX = g git1.
L'application o est manifestement injective. Elle est également surjectipartant de
(9,X1,-..,XN) € G X &, il suffit de considérer le chemimdéfini comme suit :

() six; € A, cest le chemin

g gx1

gB

0A = gxA

gX]_B = gxlsz

%
gXley

gx... sz,]_B

X1 ... XopA
9. X2p gx 2p

lorsque N= 2p est pair et

gx1

gB 9 gA = gxA gx1B = gx1xoB

m
gxlxy

gXy.. .X2pA o op 1 gXg.. .X2p+1B
lorsque N= 2p+ 1 est impair;
(i) si x1 € B, cest le chemin
gx1

gA ——gB=gxB Ox1A = gxp XA

%
gx1 X2 )(2}/

gXi...%Xp-1A

X1 ...XopB
gX1...X2p g 1 2p

lorsque N= 2p est pair et

gx1

gA ——gB=gxB XA = gxpXA

A
gxlxzmy

gXg.. .X2pB gx1.. .X2p+1A

gXl...X2p+1
lorsque N= 2p+ 1 est impair.
Les réponses aux questions 3, 4 et 5 découlent directemestglee I'on vient de dire.



3. Sil est connexe, tout sommgA peut étre relieé au sommet A par un chemin et il
existe dondh,xs,...,Xn) € G x & d’origine A et d’aboutissemergA ; on a alorsh €
A et hx....xnyA = gA, doncg appartient au sous-groupe de G engendré par A et B.
Réciproqguement, si G est engendré par A et B, alors tout élégreécrit sous la forme
g=X1...Xy avecxy € A, xo € B—{e}, xs € A—{e}, ... (cette écriture n’est priori
pas unique); le chemin dansl tel queo(c) = (e xy,...,xn) relie alors les arétes

A——B et gA LgB et doncl” est connexe.

4. Onl'avu en passant.

5. On rappelle que le grapHe est un arbre si et seulement si deux sommets distincts
sont reliés par un unique chemin n’empruntant pas deux fo@ide la méme aréte, ou
encore s'’il n’existe pas de circuit injectif.

Supposons qu'il existe ¥ 2 et un élémentxy, ..., xy) de &y tel quex;...xy = e
dans G; pour fixer les idées, on suppogsec A. Si N est pair, le chemirc =
0—1(e; X1,...,XN) relie les sommets B et;...xyA = A. Si N est impair, le chemin
a*l(xl;xz,...,xN) € &n_1 relie les sommets A et B. Comme, dans chaque cas, le
chemino—(e) de longueur O relie A et B, n’est pas un arbre.

Considérons réciproquement un circuit injecti# (gi,...,gn) contenu dang§. On
a N > 3 et, quitte a permuter cycliguement lgs on peut supposer que le sommet
commun aux aréteg etgy est de laform@A, auquel cagy =g. Onagxy ... Xn—1A =
ONA = gA, doncxp...xn—1 € A; comme N— 1 > 2, ceci est impossible si G est le
produit libre de A et B.

En conclusion, nous avons démontré que G est le produitdisesous-groupes A et
B si et seulement gi est un arbre.

6. On fait agir le groupe G= SL,(Z) sur le demi-plan supériedy par homographies :

gz— ( p q)zz pz+q
rs rz+s

ce qui a bien un sens puisque(lga) = % Le sous-groupé+Id} opérant trivialement,

on en déduit une action de-6PSLy(Z). Un calcul immédiat montre que le stabilisateur de
i (resp.j) dans Sk(Z) est le sous-groupé&x) (resp.(f)), de sorte que A (resp. G/B)
s’identifie a I'orbite de (resp. degj).

7. Etant donnég € G, le chemin continyg : [0,1] — 6, t—g (e(%Jf%)i") relie g(i) et
g(j) dans$y. Observons que I'on a défipg de telle sorte qugy = gye pour toutg € G.

8. Soit|I"| la réalisation géométrique du grapghgobtenue en munissant G de la topologie
discréte et en quotientant I'espace topologiffué| x G par la relation d’équivalence

(t,g) ~(sshy«<= (t=s=0etgA=hA) ou(t=s=1 etgB =hB).

Il s’agit d’'un espace topologique connexe en vertu de latiues.

L'application continue0,1] x G — 9, (t,g) — yy(t) passe au quotient en vertu de la
question 6 et donne donc naissance a une application centitiu| — $ d'image T. Comme
Il'| est connexe, il en est de méme de T.



9. Commencons par démontrer le fait suivant : étant doaréée?, 11/2 < 9 < 2m/3}
etg € G, le pointg(z) appartient au domaine

{z’efy}%lgRe(z’)go et|z’\>1}

sietseulementsa=ietgec Aouz= jetgeB.

P q
r s
etgparg~?t, on peut supposer Ifg(z)) > Im(z) et doncjrz+ 5% < 1.
— Sir =0, alorsg(z) =zt qetdoncg=0,g=e.
— Supposons# 0. Commez+A| > 1/2 pour toutA € Q, |r|? < |z+s/r|~? < 4 etdonc
r = +1. Quitte a remplacer la matrice considérée par son opposégeut supposer
r = 1. La condition|z+s| < 1 impligues=0o0u = j ets=0,1).

Choisissons une matrk(e € SLy(Z) représentar. Quitte & remplacez pargz

— Sis=0, alorsq = —1 puisqueps—qr =1 etr = 1. On a ainsg(z) = p— % ce qui
impossible.
— llreste a examinerle cas= jetr=s=1.0nag(z) =9g(j) =1+q9— Flj =1+9g+j,

doncqg= —1,9g(j) = j et finalemeng € B en vertu de la question 6.
Notre assertion est démontrée.

Une premiere conséquence de cette observation est linjéate I'applicationg : T — §.
En effet, si(t1,01) et (t2,92) sont deux points d), 1] x G tels queyy, (t1) = yg,(t2), alors

g1Ye(t1) = G2Ve(t2) etg; Mg ye(ts) = Ve(to) ; commeye(ty), ye(t2) € {€7 ; m/2< 9 < 2m/3},
il découle de ce que I'on vient de dire que I'on a

(Ye(tr) = Ye(t2) =1 et goA =hA) ou (Ye(tr) = Ve(t2) = | et goB = mB),
ce qui signifie précisément que les poifds,t1) et (go,t2) ont la méme image danB|.
Toute application continue d’'un espace topologique lonal® compact dans un espace

topologique séparé étant propre, nous concluons de ceépége que I'applicatiog est un
homéomorphisme dé& | sur T

Il découle également de I'observation initiale quest I'unique élément de T de partie
réelle nulle. Soit en effet est un point de) vérifiant Réz) = 0. Comme Infaz) = Im(z) 1,
on peut supposeér| = Im(z) > 1. |l existe par hypothése un élémehtle {€?, m/2 < 9 <
2n/3} etge Gtelsquez=g(Z);onaalorZ =ietge A, douz=g(i) =i.

Considérons un pointtdans Th{z € $, Re(z) < 0} et soitc: [0,1] — T un chemin reliant
t ai. On notety le plus petit élément d, 1] tel quec(tp) = 1. Il y a dansl" exactement
deux arétes contenant le sommet A : I'une, correspondaélénient, relie A et B ; 'autre,
correspondant & I'élémemt, relie A etaB. Commey(]0,1]) = {€?, /3 < 9 < m/2}
est entiérement contenu dafiz< $; Rez) > 0}, on en déduit qued o ¢([0,to[) doit
rencontrer l'intérieur de I'aréte di | reliant les sommets B et A. De maniére équivalente,
c([0,to[) contient un point de la forme?® avecr/2 < 9 < 271/3 ett peut par conséquent étre
relié au pointj par un chemin dansM{z € $; Re&(z) < 0}. Nous avons ainsi démontré la
connexité par arcs de(T{z < $; Re(z) < 0}. Le cas de TM{z <€ $; Re(z) > 0} s’en déduit
immédiatement puisqueeéchange ces deux sous-espaces.

Ecrivant T— {i} sous la forme T {z<€ $; Re(z) < 0}UTN{z€ H; Re(z) > 0}, il est
clair que T—{i} n’est pas connexe.

10. Considérons un cyclégs, . ..,gn) dansl. La concaténation des chemigg, ..., yg,
fournit un lacet non constantdans T passant pai (i ). Par suiteg; 'c— {i} est entiérement



contenu dans l'une des deux composantes connexes-de}Tet finalement, vu la descrip-
tion de T au voisinage deque I'on a donnée a la question précédente, il existe unerdel
queg,.1 = g¢r. Nous avons ainsi démontré que le graphee contient pas de cycle injectif,
ce qui signifie précisément qu'il s’agit d’'un arbre.
11.La conclusion découle directement des questions 5 et 10 :
PSL =A«xB~7Z/27+7/3Z.






