Cours de M2 Groupes algébriques linéaired)

1. LANGAGE FONCTORIEL

Les notions decatégorieset defoncteursont été dégagées par SaundersdVL ANE et Samuel
EILENBERG vers 1945 dans le cadre de la topologie algébrique. Leu€intéent en particulier du
fait qu’elles permettent

— de travailler avec des objets mathématicuesomorphisme pré@#a relation d’égalité est souvent

non pertinente car trop rigide) ;

— de formuler de maniére efficace la notionpiepriété universelle

— de penser en termes dagrammes

— de formuler « géométriquement » la théorie naive des erleemb

1.1. Catégories et foncteurs

(1.1.1)UnecatégorieC est la donnée

— d’'un ensemble Q) d’objets;
— pour tous objets X et Y de C, d'un ensemble HgX,Y) de fleches(ou morphismeg notées

f
X——=Y ouf: X—=Y;
— pour tous objets XY et Z de C, d’'unecomposition
Home(X,Y) x Home(Y, Z) — Home (X, Z), (f,g) —go f,
de telle sorte que les axiomes suivants soient vérifiés

. . I . f
(Ass) la composition des fleches @sisociative: pour toutes flecheX ——Y , Y 9.7 et

Z-—"o T dans Cho(gof)=(hog)of;
(Id) pour tout objet X de C, il existe une flechg & Homc(X,X) telle que, pour toutes fléches

f
X—=Y etY—g>x,folx:fet1yog:g.

Remarque— Il découle immédiatement de I'axiome (Id) que, pour tojebl de C, la fleche 3L est
unique

Etant donnée une catégorie C, une fleghke—— Y est unisomorphismes’il existe une fleche

Y 9. X telle quego f = 1x et f og = 1y. Si elle existe, la flechg est unique et on la note™*;
c’est I'inversede f.

Exemples— 1. Mentionnons tout d’abord les catégories naturellenzssbciées a des structures
mathématiques.

(i) LacatégorieEnsdes ensembles : les objets sont les ensembles, les fléchésssapplications,
la composition est la composition usuelle et, pour tout toKjely est I'application identique.
Les isomorphismes sont les bijections.

(i) LacatégorieGr des groupes : les objets sont les groupes, les fleches stwntesnorphismes
de groupes, la composition est la composition usuelle et; it objet X, Xk est 'lhomomor-
phisme identité. Les isomorphismes sont les homomorplsidijectifs.

(i) La catégorieAb des groupes abéliens : les objets sont les groupes abdéerfieches sont
les homomorphismes de groupes, la composition est la catigmogsuelle et, pour tout objet
X, 1x est 'homomorphisme identité. Les isomorphismes sontdasdmorphismes bijectifs.
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(iv) La catégorieAnn des anneaux commutatifs : les objets sont les anneaux catifsutes
fleches sont les homomorphismes d’anneaux, la composiida eomposition usuelle et, pour
tout objet X, % est 'homomorphisme identité. Les isomorphismes sont tesdmorphismes
bijectifs.

(v) La catégorielop des espaces topologiques : les objets sont les espacesdfiopels, les fleches
sont les applications continues, la composition est la amitipn usuelle et, pour tout objet X,
1x est I'application identité. Les isomorphismes sont les @omorphismes.

(vi) Sikestun corpsyect(k) est la catégorie ddsespaces vectoriels : les objets sondespaces
vectoriels, les fleches sont les applications linéairespfaposition est la composition usuelle et,
pour tout objet X, % est I'application identité. Les isomorphismes sont lediagfions linéaires
bijectives.

2. On peut d’autre part attacher une catégorie C a tout eregrattiellement ordonnge, <) :
— les objets sont les éléments de E;
— étant donnés des élémenrtsty de E,

'ensemble 1 a un élément ®KYy

Home(xy) = { o) sinon.

Il existe une seule maniéere de définir la composition, quaekimatiquement associative. Enfin,
pour toutx € E, 1, est 'unique élément de 'ensemble He(®, x).

3. Woici un exemple plus exotique. Etant donné un cdepen désigne pafy la catégorie suivante :
— les objets sont les nombres entiers naturels.O. ;
— étant donnés des nombres entieet m, Homy, (n, M) est 'ensemble M (k) des matrices &
lignes etn colonnes a coefficients daks
— pour tous entiersy, n et p, la composition M m(k) x Mpn(K) — Mpm(k) est le produit matriciel ;
— pour tout entien, 1, est la matrice identité,!
Les isomorphismes sont les matrices inversibles.
4. Mentionnons enfin que I'on peut associer a toute caté@bsa catégori@pposeeCP : les objets
de CP sont les objets de C et, pour tous objetsrXle C,

Homeor(X,Y) = Home (Y, X).
Si I'on concoit C comme un graphe?Cest le graphe obtenu en reversant le sens des fleches.

(1.1.2)Si C et C sont deux catégories, doncteurF : C— C’ est la donnée :
— pour tout objet X de C, d’un objet(R) de C;

— pour toute flechex . Y dans C, d’'une fleche (K) O, F(Y) dans C,

de telle sorte que les axiomes suivants soient vérifiés :

(Ass’) pour toutes flecheX N Y et Y —2~7 dans C, Fgo f) =F(g)oF(f);
(Id") pour tout objet X de C, Elx) = 1¢x)-

Le composéG o F de deux foncteurs F: & C' et G : C — C” est défini de maniére évidente :
(GoF)(X) =G(F(X)) et (GoF)(f) = G(F(f)).

Remarque— Les foncteurs que I'on vient de définir sont souvent ditgariants En remplagant dans
la définition précédente I'axiome (Ass’) par la variantg&f) = F(f) o F(g), on obtient la notion de
foncteurcontravariant; de maniére équivalente, il s’agit d’'un foncteut’G- C’' ou C— C'°P.

Exemples— 1. Pour toute catégorie C, on dispose d’un foncteuddfini par £(X) =X et 1c(f) =
f.



2. On dispose d’'un foncteur alubli de structureGr — Ensassociant a tout groupe I'ensemble sous-
jacent et a tout homomorphisme de groupe I'applicationespondante. De mémeAnn — Ab,
Top — Ens, etc.

3. Soitk un corps. On définit un foncteur dlialité D : Vect(k) — Vect(k)°P en associant & uk-
espace vectoriel V (resp. a une applicaticlinéaireu) I'espace vectoriel dual /) = Hom(V, k)
(resp. I'application contragrédiente définie paru¥(¢) = ¢ ou).

4. Désignant toujours pde un corps, on définit un foncteur LAy — Vect(k) en associant & tout
entiern le k-espace vectoriel (n) = k" et a toute matrice M: Homy, (n,m) = Mmn(k) I'application
k-linéaire correspondante #8 dansk™.

5. Désignons parp(X) I'ensemble des composantes connexes d'un espace topso¥igChaque
application continuef : X — Y envoyant une composante connexe de X sur une partie comleexe
Y, il existe une unique applicatiomp(f) : m(X) — m(Y) telle quef(Z) C m(f)(Z) pour toute
composante connexe Z de X. On obtient ainsi un foncteur « osarges connexesrg : Top — Ens.

6. De facon trés générale, tigpologie algébriquesst I'étude de certains foncteurs TepC, ou C est
une catégorie de structures algébriquéb ; Gr, Vect(k), etc.

Dans ce cours, nous nous intéresserons essentiellemefarateursAnn — Gr.

(1.1.3)Si F,G : C— D sont deux foncteurs, umorphismgou unetransformation naturellele F dans
G) est la donnée, pour tout objet X de C, d’'un morphigppe F(X) — G(X) dans D, de telle sorte

gue la condition suivante soit vérifiée : pour toute flecke—— Y dans C, le diagramme

est commutatif, i.e¢y o F(f) = G(f) o ¢x.

Exemples— 1. On dispose pour tout foncteur F :-€ D d’'un morphismeidentité 1 de F dans
lui-méme : quel que soit 'objet X de G1r)x = 1gx)-

2. Par la suite, nous rencontrerons a maintes reprises desismes de foncteurs qui seront fabriqués
sur le modéle suivant. Sait> 1 un entier. Tout homomorphisme d’anneaux commutdtifé. — B
donne naturellement naissance a un homomorphisme de nesridiltiplicatifs) My(f) : My(A) —
Mn(B) associant & une matride;;) la matrice My(f)(xj) = (f(x;j)); on définit ainsi un foncteur
M, de la catégorie des anneaux commutatifs dans la catéglmedes monoides. Le déterminant
d’une matrice s’exprimant polynomialement en ses coefftsiedetMn(f)(M)) = f(detM)) pour
toute matrice M= M,(A) et donc le déterminant fournit un morphisme de foncteurs bligt— M.

Les morphismes de foncteurs se composent de maniére éidémimorphisme de foncteugs:
F — G est unisomorphismes'’il vérifie les conditions équivalentes suivantes :

(i) il existe un morphisme de foncteugs: G — F tel queo ¢ = lgetp o = 1g;

(ii) pour tout objet X de Cgx est un isomorphisme.

(1.1.4)Etant donnée une catégorie arbitraenous allons comparer les foncteurs de C danst
les foncteurs de C dar&ns.

Le produit Fx G de deux foncteurs,6 : C— Ensest le foncteur de C damins défini de maniére
évidente par

(FxG)(X)=F(X)xG(X) et (FxG)(f)=(F(f),G(f))
pour tout objet X et toute flechedans C.



On désigne d’autre part par 1 le foncteur—€Ens tel que 1X) soit 'ensemble 1 réduit & un
élément pour tout objet X de C et fl) soit 'unique application de 1 dans 1 pour toute fle¢hgans
C. Pour tout foncteur G : G Ens,

— il existe un unique morphisme de foncteurs-Gl ;

— la projection sur le premier (resp. second) facteur essamorphisme entre les foncteurs<@G

(resp. Ix G) et G.

Proposition 1.1.1— SoitC une catégorie. Il revient au méme de se donner
(i) unfoncteurG:C— Gr;
(i) un foncteurG : C— Enset des morphismes de foncteurs

m:GxG—G, e:1—G, inv:G—G

vérifiant les axiomes suivants :
(Ass)le diagramme

~ mx l@

(GXG)xG—=GxG

(~3><(G><G)

est commutatif
(Uni) les diagrammes

L oexly Igxe _
1xG——=GxG e Gx1—>GxG

lm

G G

Il
-
3

Il

sont commutatifs
(Inv) le diagramme

_ (1(3,inv)~ _
G—>GxG

| e S—

est commutatif.

Démonstration Cette proposition est compléetement triviale compte-tdoufait qu'un groupe G
(resp. un homomorphisme de groupesG — H) est preusement la donnée d'un ensenBlet
d'applicationsm: GxG—G,e:1—Getinv:G— G de telle sorte quen définisse une loi in-
terne associative d’élément neutre I'imageeg pour laquelle inv associe a chaque élémer® dm



inverse. Ces axiomes usuels sont équivalents a la commitdtates quatre diagrammes

mx1x . (Lg,inv) _

(GXxG)xG—=GxG G—=GxG,
N

m

G 1——>G

1(~3><m
exlx - - l=xe -
IxG—=GxG Gx1—=GxG
S St
G G

dans la catégorikns (resp. d’'une applicatiorﬁ~de(~3 dansH telle que les trois diagrammes

~ ~ m ~ e ~ ~ inv ~
GxG—G 1—G G—G
fxf lfN xl? le J{?
H><Hm(—>H H HW)H

dansEns soient commutatifs, ot € et inv désignent respectivement la multiplication, I'élément
neutre et I'inversion du groupe H).

Ayant remarqué cela, on établit sans difficulté les assertsuivantes.

— Partant d'un foncteur G de C da@s, on définitG comme le foncteur de C dais obtenu
en composant G par le foncteur d’'ouldlr — Ens; en clair, pour tout objet X et toute fléctie
dans CG(X) est 'ensemble sous-jacent au group@@et G( f) est I'application sous-jacente
a ’'homomorphisme de groupéf). Pour tout objet X de C, la multiplication (resp. I'élément
neutre ; resp. l'inversion) du groupe()s) définit une applicatiomny : G(X) x G(X) — G(X)
(resp.ex : 1(X) — G(X) ; resp. ink : G(X) — G(X)). Lorsque X varie, ces applications consti-
tuent des morphismes de foncteurs satisfaisant aux axiphssy, (Uni) et (Inv).

— Partant réciproquement d’un foncteBrde C dan€ns et de morphismes de foncteurs e et
inv satisfaisant aux axiomes (Ass), (Uni) et (Inv), le quaudiet GX) = ((~3(X), mx, ex,invx ) est
un groupe pour tout objet X de C et I'applicati®{ f) définit un homomorphisme de groupes
G(f) pour toute fleche dans C. Les correspondancesXG(X) et f — G(f) définissent un
foncteur de C dan6r.

O

Si G et H sont deux foncteurs de C daBs correspondant a des foncte@setH de C dan€ns
équipés de morphismes de foncte(nss, es,invg) et (my, e, invy) qui satisfaisont aux axiomes
(Ass), (Uni) et (Inv), il revient au méme de se donner

(i) un morphisme de foncteus: G — H;



(i) un morphisme de foncteurs : G — H tel que les trois diagrammes

e ~ invg
—_—

~ ~ Mg
GxG—

G G
N
ﬁxﬁ—>mH H I:|—>invH H
soient commutatifs.
En guise d’exercice, on démontrera que le troisiéme diagmramst automatiquement commutatif
si les deux premiers le sont.

Terminologie— Etant donnée une catégorie C, on parleréodeteur en ensemblésesp.en groupes
sur C pour désigner un foncteur de C d&ms (resp. danssr). Etant donné un foncteur en groupes
G sur C, le foncteur en ensemblassociéa G sera simplement le foncteGrobtenu en composant
G par le foncteur oublGr — Ens. Si cela ne préte pas a confusion, on emploiera la méme owtati
pour un foncteur en groupes et le foncteur en ensemblesi@ssoc

1.2. Foncteurs représentables

(1.2.1)A tout objet X d’une catégorie C est associé un foncteur @ — Ens:
— pour tout objet Y de C,;h(Y) est I'ensemble Hog(X,Y) des fleches issues de X dans C;
f o
— pour toute flechey —— 7 de C, i (f) est I'application k(Y) — hx(Z), g— fog.

On a clairement f, = hy o hy pour toutes fleches composablest v dans C. Enfin, pour tout objet
X de C, h, est la transformation identique du fonctew. h

A toute fleche X —= X’ dans C correspond un morphisme de foncteyrshy — hx : pour
tout objet Y de C, hest I'application

hx/(Y) — hx, fi— fou.

Le théoreme suivant est fondamental.

Théoreme 1.2.1Lemme de Yonedla— Soit X un objet deC et soitF un foncteurC — Ens. La
correspondance

morphismes de foncteur:
{ MRt —F(X), ¢ fx(1x)
est une bijection.
Démonstration Soit ¢ : hy — F un morphisme de foncteurs. Pour tout objet Y de C et toutbdléc
f € hx(Y), on dispose d’'un diagramme commutatif

hy (X) ~2~ F(X)

hx(f)l lF(f)

h (Y) —5— F(Y)

Commef est 'image de & par I'application k(f), 'identité

ov(f) = (¢vohx(f))(Ix)
= (F(f)o¢x)(1x)
= F(f)(¢x(1x))



s'en déduit immédiatement et on constate que la transfamatturelleg est entierement détermi-
née par la connaissance de I'élémgptly) de K X).

Supposons réciproquement que I'on dispose d’'un élémetd KX). Pour tout objet Y de C, on
désigne papy I'application de k(Y ) = Homc(X,Y) dans KY) définie pargy (f) = F(f)(a). Pour
établir que la collection de ces applications définit unesf@armation naturelle entre les foncteuss h

et F, il faut vérifier que, pour toute fleche 9.7 dans C, le diagramme

e (Y) 2 F(Y)

hx (9) J{ l F(9)

(2) =5~

est commutatif. C’'est immédiat : quelle que soit la fleakehy (Y ),

(¢zohx(9))(h) = ¢z(goh)
(goh)( )
F(g) o F(h)(a)
()( h)(a))
F(9)(¢v(h).

d

On dit qu’'un foncteur F : G- Ensestreprésentables’il existe un objet X de C et un isomorphisme
de foncteurs¢ : hxy —— F, auquel cas le couplgX, ¢) est unreprésentantle F. D’aprés le lemme

de Yoneda, le morphisme de fonctegrgorrespond a un élémeatde K X) uniquement déterminé
et on dit également que le coufl¥, o) est un représentant de F.

Corollaire 1.2.2— Pour tous objet etY d'une catégorieC, la correspondance

morphismes de foncteur
HOW(Y’X)_){ b hy — hy U
est une bijection préservant les isomorphismes. La biaatéciproque fait correspondre a un mor-
phisme de foncteurg la flechedx (1x ).

Démonstration— En vertu du lemme de Yoneda, la correspondapee ¢x (1x ) établit une bijection
entre 'ensemble des morphismes de fonctguréx — hy et I'ensemble f(X) = Homg(Y, X) des

flechesY ——= X dans C. Les arguments donnés au cours de la démonstrati@uprie montrent
que la correspondance réciproque associe a une fléethe (X) le morphisme de foncteugs: hy —
hy défini par la condition suivante : pour tout objet Z de¢G,est I'application
hx(Z) — hy(Z), fi— fOU,
c’est-a-dire¢ = h.
Il reste a vérifier qu'une flechey —= X dans C est un isomorphisme si et seulement, sist
un isomorphisme de foncteurs.
— Siuest un isomorphisme, alorg &ih,-1 = hy-1,, =y, = 1n, et h-1ohy =hy-1 =hyy =1,
donc h, est un isomorphisme de foncteurs.
— Siréciproquementest un isomorphisme de foncteurs, I'isomorphisme invérse: hy —— hy
est de la forme hpour une certaine flechec Homg(X,Y) et alors

hUOV — hVO hu == th7 hVOU == hu o hv == le7

doncuov = 1y, vou = 1y etu est un isomorphisme.
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Corollaire 1.2.3— SoitF : C— Ensun foncteur représentable. 8K, ¢) et (X', ¢’) sont deux repré-
sentants dé&, il existe un unique isomorphismg: X’ — X tel que le diagramme

th)F

NN

th
soit commutatif.

Démonstration Il suffit d’appliquer le corollaire précédent a I'isomoipime de foncteur¢’_lo¢.
O

Ainsi, si un foncteur F : G- Ensest représentable, tout représentafitgyx ) de F esuniquea un
isomorphismeauniquepres.

Remarques et exemples Les considérations précédentes ont de multiples impicst explicitons-
en quelques une.

1. La notion de foncteur représentable peut se comprendtereres dgprobléme universelEtant
donné un foncteur F d’une catégorie C dans la catégorie desrdsles, on se demande s'il existe un
objet X de C et un élément de FX) tels que le coupléX, a) soit universel, c’est-a-dire satisfasse
a la condition suivante : pour tout coupl¥, 3) constitué d’'un objet Y de C et d’'un élémefBitde
F(Y), il existe une unique fleche: X — Y dans C telle qug = F(f)(a). Dire que le foncteur F est
représentable, c’est exactement dire que ce probléme adraetolution ; dire qu’un coupleX, a)
représente le foncteur F, c’est exactement dire qu'il estasution du probléme considéré. Enfin, le
corollaire 1.2.3 affirme que, $K, a) et (X', a’) sont deux solutions de ce probléeme, alors il existe un

isomorphismef : X —— X’ uniquement déterminé tel que = F(f)(a).
Sous la forme que 'on vient de lui donner, la notion de foacteprésentable est familiére.

(i) Prenons pour C la catégorie des ensembles. Si E est umbleseuni d’'une relation d’équiva-
lence~, on peut considérer le foncteur F Bas dansEns qui associe a tout ensemblélnsemble
des applications : E — E' telles quef (x) = f(y) six~y. Ce foncteur est repésentable par I'ensemble
quotient E ~ et la projection canoniqupde E dans E c’est la « propriété universelle du quotient ».

(ii) Prenons pour C la catégoriod(A) des modules (& gauche) sur un anneau A. Etant donnés
un A-module M et un sous-module N, le foncteur FMed(A) dans la catégorie des ensembles,
gui a un A-module P associe I'ensemble des applicationméalresu : M — P s’annulant sur N, est
représentable par le A-module quotienfMet la projection canonique de M sur/M.

(i) Prenons pour C la catégorigop des espaces topologiques. Le foncteur « composantes
connexes »p : Top — Ens n'est certainemenpas représentable. En effet, s'il existait un espace
topologique X et une composante connexe @y(X) de X tels que I'application

Homyep(X,Y) — m(Y), f— f(C)

soit une bijection pour tout espace topologique Y, il exatealors en particulier une unigue ap-
plication continue de X dan® puisqueR est connexe, ce qui impliquerait X & (si X # &, les
fonctions réelles constantes fournissent une infinitépliegtions continues de X daf®). Comme
I'ensemble Homgp(2,Y) est réduit a un élément pour tout espace topologique Y, orédunirhit
alors querp(Y) esttoujoursun singleton, ce qui est absurde'!

(iv) Poursuivons I'étude de I'exemple précédent. Etantndsndeux espaces topologiques X et
Y, on désigne pafX, Y] I'ensemble deslasses d’homotopid’applications continues de X dans Y,
c'est-a-dire le quotient de Hogg (X, Y) par la relation d’équivalence &~ g si et seulement sf
et g sont homotopes ». On vérifie sans difficulté que la composiist compatible a cette relation



d’équivalence, ce qui permet de définir la catégetat desespaces topologiques a homotopie prés
les objets sont les espaces topologiques, les fleches sadsses d’homotopie d'applications conti-
nues et la composition est induite par la composition usukk foncteur « composantes connexes
par arcs »7f, : Top — Ens n’est pas représentable (méme argument que pgumais le foncteur

g - Hot — Ens qu'il induit I'est, car les composantes connexes par arcg dent naturellement en
bijection avec les classes d’homotopie d'applicationgioaes du singleton 1 dans Y :

[1.Y] = m(Y).

2. Interpréter une construction usuelle en termes de reptation d'un foncteur permet de la trans-
férer dans un autre contexte. Un exemple standard ssinfengou union disjointg¢ des ensembles.
Etant donnés deux ensembles X et Y, la sommeYde X et Y posséde la propriété universelle
suivante : il revient au méme de se donner une applicdtida XLI'Y dans un ensemble Z ou de se
donner des applicationf et fy de X et Y dans Z respectivemert (resp. fy) étant la restriction
de f au sous-ensemble X (resp. Y) del¥. En d’autres termes, le tripléX LI'Y,ix,iy) constitué de
'ensemble XY et des inclusions canoniques de X et Y dans Xreprésente le foncteur

Ens— Ens, Z+— Homgns(X,2Z) x Homgps(X,Z).

Quels que soient alors la catégorie C et les objets X et Y delg,fait sens de se demander si le
foncteur

C— Ens, Z— Home(X,Z) x Home(Y, Z)
est représentable ; si oui, on désigne parn X un objet le représentant et on dit que ¥ est le
coproduitde X et Y. La réponse est toujours positive ddog : le coproduit de deux espaces topo-

logiques X et Y est la somme des ensembles sous-jacents milmiapologique la plus fine rendant
continues les injections canoniques X — X LY. La réponse est également positive das: le
coproduit de deux groupes abéliens X et Y n’est autre quesiemime directe X0 Y, et on voit déja
sur cet exemple élémentaire que I'ensemble sous-jacerd@oduit de deux groupes abéliens n’est
pasle coproduit des ensembles sous-jacents, ce qui monttérBinde la reformulation en termes
fonctoriels. On dispose également d’'un coproduit danstiégcsie Gr des groupes (c’est leroduit
libre) et dans la catégorie des anneaux commutatifs (c’'gmblduit tensoriel cf. appendice). Il faut
toutefois se garder de croire que I'existence d’'un coptoglsti toujours assurée : par exemple, dans
la catégorieC associée & un ensemble partiellement orddiné&) (1.1.1, exemple 2), I'existence du
coproduit de deux objetsety équivaut a celle de la borne inférieurexdety dans E.

On peut aborder de méme I'étude ploduit cartésienX x Y de deux ensembles X et Y, représen-
tant le foncteur
Ens®® — Ens, Z — Homgns(X,Z) x Homens(Y,Z),

et essayer de I'étendre a d’autres catégories (exercice!).

3. En vertu du corollaire 1.2.2, on ne perd aucune informadéin remplacant un objet X d'une
catégorie C par le foncteurch Contrairement aux apparence, ce point de vue s’avéreipaifo-
plificateur en ce qu'il permet de construire une fléecheX —— Y dans une catégorie & priori
compliquée en définissant seulement des applicationsefiagientre les ensembles variablgg-h
et hx(-). On en verra un exemple explicite dans ce cours (ou C seradgarée dedigebresde type
fini sur un corp, cf. 1.4).
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2. GROUPES ALGEBRIQUES AFFINES

2.1. Définition et exemples

On fixe dans tout ce paragraphe un cdkps on désigne paklg, la catégorie dek-algeébres (cf.
appendice, 1.1).

(2.1.1)Commencons par introduire les principaux objets que noaosidérerons dans ce cours.

Définition 2.1.1— Soit k un corps.
(i) Un groupe algébrique affine skrest un foncteur en group€s: Alg, — Gr tel que le foncteur
en ensembles assoddy, — Enssoit représentable par une k-algébre de type fini.
(ii) Si G etH sont deux groupes algébriques affines sur khamomorphismed : G — H est un
morphisme de foncteurs en groupes.

Les groupes algébriques affines kRt leurs homomorphismes constituent les objets et les #éche
d’'une catégorie, notde— Gr.

Explicitons cette définition. Un foncteur GAlg, — Gr est un groupe algébrique affine dus’il
existe unek-algebre de type fini A et, pour toukealgeébre R, une bijection
¢r : Hompg, (A,R) ~ G(R)

dépendant « naturellement » de R, c'est-a-dire telle quer mut homomorphisme die-algebres
f:R— R/, le diagramme

Homug, (A,R) %~ G(R)

fol lG(f)

soit commutatif.

Dire qu'unek-algébre A est de type fini, c’est dire qu’elle est isomorphejaotient d’'un anneau
de polynémek([T4,..., Tn] en un nombre fini de variables par un id&al

A KTy, Tal /T ~A.

En utilisant la propriété universelle des anneaux de pohg®(cf. appendice, 1.1), on peut donner
une description plus concrete du foncteur en ensemilestomyg, (A, -) sur la catégoriélg,. De
maniére pécise, la correspondance: A o u induit un isomorphisme entreytet le foncteur

V5 :Alg, — Ens,
associant a toutiealgébre R I'ensemble
V3(R) ={(r1,...,rn) € R" | P(r1,...,rn) = 0 pour tout P J}
des zéros de l'idédl dans R et a tout homomorphisme dealgebresf : R — R’ I'application

V() V3(R) = V5(R), (r1,....rn) = (F(r1),..., £(ra)).

On aboutit ainsi a une reformulation simple de la définitioitiale :

un groupe algébrique affine sur k, c’est un fonct&ur Alg, — Gr tel que, pour toute k-algébre
R, I'ensemble sous-jacent au groufR) puisse s’identitifer de maniére « naturelle » & un sous-
ensemble d&" défini par des équations polynomiales a coefficients dans k.

(Ici, « naturelle » signifie « de fagon compatible aux homgoh@mes dé-algebres »).
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La terminologie adoptée s’éclaire du méme coup ; par la,suites la simplifierons en parlant de
groupe algébrique sur,koire dek-groupe plutét que de groupe algébrique affine kur

Exemple paradigmatique— 1. Le foncteur Gl : Alg, — Gr, associant

— atoutek-algebre R, le groupe des matrices carrées inversiblesligerta coefficients dans R,

— atout homomorphisme dealgebresf : R — R’, ’lhomomorphisme de groupes induit par I'ho-

momorphisme de monoidesifR) — Mn(R'), (Xij) — (f(xij)),

est un groupe algébrique skir

En effet, quelle que soit le-algébre R, se donner une matrice M dang®) revient a se donner
éléementsn; de R, c’est-a-dire un homomorphisme dédalgébre de polyndmeg(Xij)i«i j<n] dans
R. Pour que M soit inversible, il faut et il suffit que son détarant soit inversible dans R c’est-a-dire
qu'’il existet € R avectdetM) — 1 = 0. La formule bien connue

detM) = % €(0)Myg(1)---Mhg(n)
GEGn

montre que le déterminant de la matrice M est un polynéme mj¢ a coefficients danZ, donc
n'importe quel corpk. On a ainsi décrit une bijection naturelle

GLn(R) = Homayg, (K[(Xij)1<i.j<n, TI/(Tdet(Xi;) — 1),R),

ou I'on a posé
del(Xij) = z E(G)Xlg(l)...xna(n).

GEGn

2. Le morphisme de foncteurs en groupes det ; GLGL,, défini par la collection des homo-
morphismes de groupes detGL,(R) — GL4(R) pour toutek-algébre R, est un homomorphisme de
groupes algébriques.

Définition 2.1.2— Soit G un groupe algébrique sur k. On appeb@neau de coordonnéds G la
donnée d'un k-algébre de type fiiet d'un isomorphisme de foncteurs en ensem@leby ~ G.

En vertu du lemme de Yoneda, deux anneaux de coordoriAées et (A’, ¢’) de G sont canoni-
guement isomorphes : il existe un unique isomorphismealgébresi: A’ — Atel que le diagramme

hy

N

G

ha ha/

soit commutatif. Cela permet de parler darlheau de coordonnéege G, noté(&'(G),¢) ou
(K[G], ¢) ; on omettra le plus souvent de faire figurer 'isomorphigfne

(2.1.2)Donnons tout de suite des exemples de groupes algébriquea sarpsk.

(i) Le foncteur 1 :Alg,, — Gr associant a toutk-algébre R le groupé€l} réduit a un élément est
un groupe algébrique slr En effet, pour toutd-algébre R, il existe un unique homomorphisme de
k-algébres dé& dans R (c’est 'homomorphisme structural de R, cf. appentlit) et le foncteur 1 est
donc représenté par kaalgebrek.

(i) Le foncteurG, : Alg, — Gr associant a toutk-algebre R le groupe additif sous-jacéRt +)
est un groupe algébrique sud’anneau de coordonnéeskialgeébrek[X]. C'est legroupe additifsur
k.

(iii) Le foncteur Gy, : Alg, — Gr associant a tout&-algébre R le groupe multiplicatifR*,-)
des élémentgwversiblesde R est un groupe algébrique &yud’anneau de coordonnéeskalgébre
K[X,T]/(XT —1). C'est legroupe multiplicatifsurk.
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(iv) Pour tout entiem > 0, le foncteurp, : Alg, — Gr associant a chaguealgébre R le groupe
multiplicatif u,(R) des racines-émes de I'unité dans R est un groupe algébriquésdianneau de
coordonnéeg&[X]/(X" —1). Lorsquen = 0, on retrouve l&k-groupe 1.

(v) Pour tout entien > 0, le foncteur Sk, : Alg, — Gr associant a chaquealgébre R le groupe
SLn(R) des matrices carrées de tailiéd coefficients dans R et de déterminant 1 est un groupe al-
gebrique suk, d’anneau de coordonneeskialgebrek((Xij)i«i j<n]/(det(Xj;) — 1). C’est legroupe
spécial linéairesurk.

(vi) Pour tout entiem > 0, le foncteur I3 : Alg, — Gr associant a chaquealgébre R le groupe
Dn(R) des matrices diagonales et inversibles de taibecoefficients dans R est un groupe algébrique
surk, d’anneau de coordonnéeskialgebrek[(X;)1<i<n, T|/(X1... X T —1).

(vii) Pour tout entiem > 0, le foncteur B : Alg, — Gr associant & chaguealgebre R le groupe
Bn(R) des matrices triangulaires supérieures inversibles tle taet a coefficients dans R est un
groupe algébrique sl d’anneau de coordonnéeskkalgebrek|(Xij)i<i<j<n, T]/(X11... XpnT —1).

(viii) Pour tout entiem > 0, le foncteur U : Alg, — Gr associant & chaguealgébre R le groupe
Un(R) des matrices triangulaires supérieures a diagonale uniaitaillen et a coefficients dans R
est un groupe algébrique sird’anneau de coordonnéeskialgebrek|(Xij ) 1<i<j<n)-

(ix) Pour tout entien > 0, le foncteur @ : Alg, — Gr associant a chaquealgébre R le groupe
On(R) = {M € Mp(R) | 'MM = I,,}
est un groupe algébrique skir En effet, pour toute matrice M (m;;) dans My(R), la condition
!MM = I, équivaut awn? identités polynomiales

MiyM;j; = §jj
1<l<n
(1<, j <n). Cest legroupe orthogonasurk.
(x) Pour tout entien > 0, le foncteur Sg, : Alg, — Gr associant a chaquealgebre R le groupe

SPan(R) = {M € Mn(R) | 'MIM = Jo},

ouJ= ? aI” , est un groupe algébrigue dufméme argument que pour I'exemple précédent).
n
C’est legroupe symplectiqusurk.
(xi) Supposons que le corpssoit de caractéristiqup > 0. L'élévation a la puissancp-eéme est
un automorphismé ,-linéaire dans toutk-algébre R et
ap(R)={reR|rP=0}

est donc un sous-groupe du groupe add/f+). Le foncteurap : Alg, — Gr ainsi défini est un
groupe algébrique s, d’anneau de coordoonéeskialgébrek[T]/(TP).

2.2. Bigébres

Nous avons défini un groupe algébrique sur un cerpsmme un foncteur en groupes sur la caté-
gorie Alg, tel que le foncteur en ensembles associé soit représemablenek-algebre de type fini.
Nous allons maintenant voir comment traduire su-gebre A le fait que le foncteur en ensembles
ha qu’elle représente provienne d’un foncteur en groupes.

(2.2.1)Fixons unek-algébre A. En vertu de la proposition 1.1.1, il revient aumaéle dire que le
foncteur h : Alg, — Ensest le foncteur en ensembles associé a un foncteur en graupede dire
gu'il existe des morphismes de foncteurs

M:hay xha —ha, €:1—hy et invihy — ha
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tels que les quatre diagrammes

(Ipy Hinv

lehA Zv]
(hAXhA)XhA—>hAXhA —>A><hA,

ha

\ ———ha
A

hA X (hA X hAth hA X hA
A

ex] 1h, x€
1XhAl§hAXhA hAX1h—A><>hAXhA
o |n |
ha ha

soient commutatifs.
Etant données deukalgébres A et B, le foncteur

ha x hg : Algy — Ens, R— Hompg, (A,R) x Homyyg, (B,R)
est représenté par pgoduit tensorielA @y B desk-algebres A et B (cf. appendice 2.3) :
ha % hg = hag,s-
En vertu du lemme de Yoneda, le morphisme de multiplication
m: hag.a = ha X ha — ha

est de la forman= hy, oU
A:A— ARKA

est un homomorphisme dealgébres uniquement déterminé.
De méme, comme % hy, le morphismee: 1 — ha provient d’'un homomorphisme dealgébres

e A—Kk
uniguement déterminé. Enfin, il existe un unique homomarpki dek-algébres : A — A tel que
inv=h,.

Proposition 2.2.1— Pour que le quadrupletha, m, e inv) définisse un foncteur en groupes, il faut et
il suffit que les quatre diagrammes

A RKA w%@k(A@kA) A—A>A®kAM>A®kA
/ er*l lproduit
A Kk A

N

A A T@,SA ®kA) QKA

A4A>A®kA A4A>A®kA
‘ AA H %ﬁ

k®kA A @k
soient commutatifs.
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Démonstration En vertu du lemme de Yoneda, deux homomorphismesalgebresf.g: R — R/
sont égaux si et seulement si les morphismes de fonctgung hhg — hg qu’ils définissent sont
égaux. Forts de cette observation, il nous suffit de vérifigr Igs quatre diagrammes considérés
correspondent aux quatre diagrammes envisagés aupaeav¥aisant intervenir . Les vérifications
sont immédiates pour ce qui est des premier, troisieme dti¢jne diagrammes (associativité et
élément neutre). Pour le deuxiéme (inversion), il suffitoderver que le morphisme de foncteurs
(ida,inv) : ha — ha x ha peut également s’écrire sous la forme

(ida,idp) ida xinv
hA—>AhAXhA—>hAXhA

Lorsqu’on identifie R x ha et g, A, l&e morphisme diagonal

(idA,idA) : hA — hA X hA = hA®kA
correspond & l'unique homomorphismeldalgébreas: A @A — Atel queu(a® 1) =u(l®a) =a
pour touta€ A; commea®d = (a®1)(1® d), ula® &) = ad est 'homomorphismeroduit O

Supposons maintenant que A et B soient dkwatgebres telles que les foncteurs &t hg pro-
viennent de foncteurs en groupes, c’est-a-dire qu’ilsrgaieunis de morphisme8ma, ea,inva) et
(mg, eg,invg) comme précédemment. Pour qu’un morphisme de foncteurssemdatesf : hy — hg
définisse un morphisme de foncteur en groupes, il faut effit suie les trois diagrammes

hAXhALhA 1i>hA hA%hA
fxfl lf & lf fl lf
hB X hB VhB hB hB T\/B>hB

soient commutatifs, le troisieme I'étant automatiquenmersqgue les deux premiers le sont. En vertu
du lemme de Yoneda, il existe un unique homomorphismie-algébresf* : B — A tel que f = h;-.

De maniére analogue a la proposition 2.2.1, on vérifie quemanautativité des trois diagrammes
précédents est équivalente a celle des trois diagrammesnisii

A e
ARkA <L— A k<——A A<2A
f*®f*T Tf* \ Tf* f*T Tf*
€
B B~—B

B ®kB T B i
ou les triplets(Aa, €4, 1a) et (A, €5,18) sont déduits comme ci-dessus des tripl@ts, ea,inva) et
(mg, eg,invg) via le lemme de Yoneda.

Définition 2.2.2— Soit k un corps.
(i) Une k-bigebreest un quadrupletA,A, e, 1) constitué d’'une k-algébr& et d’homomorphismes
de k-algébredd: A — A®A, € : A — k,1 : A — A tels que les quatre diagrammes

A DA 25N 20 (A 2KA) A—L AgA L AgA
/ er*l lproduit
A k A

N

A A T@,SA ®kA) QKA
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A—2L2s AKA A—2s AeA

k®kA A®kk

soient commutatifs.
(i) Un morphismed’une k-bigébreA,Aa, €, 1) dans une k-bigebréB, Ag, €5, 1g) est un homo-
morphisme de k-algebrds: A — B tel que les trois diagrammes

A e
ARkA<L— A K< A A<2 A
¢®¢l lcp \ld’ ¢l lfp
€
B B~ B

Is

soient commutatifs.

On dit qu’unek-bigebre(A,Ax, €4, 1) est detype finisi A est unek-algebre de type fini. Lek-
bigébres et leurs morphismes forment naturellement urdggge. La discussion qui précede établit
précisément que la catégorie des groupes algébriqudsetrelle desk-bigébres de type fini sont
antiéquivalentes

— tout groupe algébrique slrest isomorphe au groupe algébriquedéfini par unek-bigébre de

type fini (A,Aa, €4, 1) ;

— étant données delkxbigebres de type firiA,Aa, €4, 14) €t (B,Ag, €5, 1), la correspondance

N "
(A7AAveA71A)—>(B7AB7eE7’B) 4

morphismes d&-bigébres homomorphismes degroupes
hg —— hg
est une bijection.

(2.2.2)Exemple : lak-bigébre du groupe linéairésL,,.

On sait que Gk est représenté par kaalgebre A= K[(Xij)1<i j<n, T]/(T detX;j) — 1) : pour toute
k-algébre R,

u — (U(Xij ))
La k-algebre Ay A s’identifie canoniquement au quotient dekialgebre de polynomelg(Xi; ®
1)1<ij<n, (1@ Xij)1<ijen, T® L, 1@ T] (€n 1? + 2 variables) par l'idéal(T @ 1) det((Xjj ® 1) —
1, (1®T)def1® Xjj) — 1) (cf. appendice, 2.4, exercices 5 et 6). En utilisant la higec
Homag, (A ®kA,R)  ——  GLn(R) x GLn(R)
wooo— o (WX ®1)),(W(l@ X)),

on dispose d’'un diagramme commutatif

GLA(R) x GLy(R) ™ GLy(R)
ZT TZ
Homayg, (A ®kA,R) —— Hompg, (A,R)

dans lequel les fleches verticales sont les bijections quevient de décrire et la fleche horizontale
inférieure est I'applicatiorw — wo A, A étant la comultiplication de A qu’il s’agit d’expliciter. d
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commutativité de ce diagramme équivaut a l'identité maitie
(woh)(Xij)) = (W(Xij ® 1)) (W(1® Xij))

dans Gly(R) pour tout homomorphisme dealgébresv : A @A — R. En calculant le produit figu-
rant dans le membre de droite, nous obtenons
n

(WOA)(X”) = [Z:LW(XM ® l)W(l@ng)

n

= [Z W(Xir @ X¢j)
=]

n
AXij) = ; XieXej
=1
puisque R etv sont arbitraires (choisir par exemple=RA @A etw = idag,a). Comme
u(T) = det(u(X;;))~*

et donc finalement

pour toutu € Hompg, (A,R),
(WoA)(T) = det((wol)(X;j)™
= det(w(Xij ®1))(W(1X;;)))
= detw(X;; ®1)) *defw(l® X))
w(T®1)(1xT))
w(T®T)

et donc
AT =(TeH(AxT)=TT.

On procéde de la méme maniére pour expliciter la cougiittA — k a partir du diagramme
commutatif

l— . GL(R)
zT T?
Homag, (k,R) — Homayg, (A, R)

dans lequel la fleche harizontale inférieure est I'appiicat — uo e*. La commutativité de ce dia-
gramme pour R= k équivaut a

(e(Xij)) =1n et &(T)=detly) ™,
soit
iy v |1 sii=] iy
e(X.,)—{O Sii £ | et &(T)=1
Considérons finalement le diagramme commutatif

GLn(R) — ™ —~ GLy(R)

| I

Hompg, (A,R) —— Hompg, (A,R)
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dans lequel la fléche inférieure est I'applicatior- uo 1. Nous obtenons
((uo1)(Xij)) = (u(Xij)) " = detu(X;))*adi(u(Xi;)),
ou, pour toute matrice M Mp(R), adjM) est la matrice définie par
adj(M);j = (=)' detM;),

I\7Iij € Mp_1(R) désignant la matrice obtenue & partir de M en supprimairétae ligne et lgj-eme
colonne. Cette matrice vérifie I'identité &N )M = detM)l,,. Par suite,

(uon)(Xij) = u(T)[adj(u(Xij))lij
= u(Tladj(Xij)lij)

et donc
1(Xij) = T[adj(Xij)Jij -
De méme,
(Uor)(T) = u(T) ™ = (detu(Xi))~2) " = detu(Xij)) = u(detX;}))
donc

I(T) = del(Xij).

Donnons encore deux exemples, pour lesquels toutes Idcat&ins nécessaires sont laissées au
lecteur.

(i) La bigébre du groupe additif, est lak-algébrek[T] munie de la comultiplication

KT] 5> KT kT 2KT®1L1eT], T—Tel+leT,

de la counité
KT -2~ k, T—0

et de la coinversion
]

K[T] — K[T], T+~ —T.

)

(i) Lanneau du groupe multiplicatiz, = GLL; est lak-algébrek[X,X!] des polyndmes de
Laurent en X. L&-algebrek[X, X ~1] @ k[X, X ~1] est canoniquement isomorphe &ialgébrek[(X
1), X®1) 1 (1eX),(1®X) 1] des polyndmes de Laurent en les indéterminéesDet 1 X.

— La comultiplication

KX, X —2~ K(X®1),X®1) L 1eX),1eX) ]

est définie pa(X) = (X®@1)(1eX) =Xe@XetAX ) =X t1eX)t=XeX)™
— La counité
KX, XY 2~ k
est définie par(X) = 1*(X 1) = 1.
— La coinversion
KX, X1 —— KX, XY

est définie par(X) = X1, (X~} = X.

(2.2.3)L'antiéquivalence que I'on a établie en 4.1 entre la catégdes groupes algébriques sur
et celle dek-bigébres de type fini signifie que ces deux concepts sontestrent interchangeables.
Les deux points de vue sont utiles, mais il est en généralggtsable et plus facile de travailler en
termes de foncteurs en groupes. La proposition suivaotrid I'utilisation des bigébres pour étudier
les homomorphismes entre deux groupes algébriques.
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Proposition 2.2.3— Il n'y a pas d’homomorphisme non trivial entre les groug&set Gy, :

Hom_cr (Ga, Gm) = { Ga—1 1 Gm }
et
Hom G (Gm,Ga) = { Gm ——1 —2 Ga }-

Démonstration Il revient au méme de se donner un homomorphism&, — G, ou un homomor-
phisme dek-algébresf* : k[X, X 1] — k[T] compatible aux structures de bigébres. L’homomorphisme
f* est complétement déterminé piir(X), qui doit étre un élément inversible #fT]; commek est

un corpsk[T]* = k* et doncf*(X) = a € k*. La commutativité du diagramme

XX — = KT}
A
k

1=17(X) =0"(a) = a,
donc f*(X) = 1. Le seul homomorphisme d&, dansGn, est donc ’homomorphisme trivial

k

implique

Ga—>1—2> Gy

correspondant a ’lhomomorphisme kibigébres
KX, XY — k — K[T] .

Il revient au méme de se donner un homomorphigmés,, — Gz ou un homomorphisme de
k-algébresg® : k[T] — k[X,X~1] compatible aux structures de bigébres. L’nomomorphiginest
complétement déterminé par le polyndme de Laugg(il) = 3.z a,X". La commutativité du dia-
gramme

K[T] L K[T)®kK[T]
g l9*®9*
KX, X1 —= KX, X @i kX, X
se traduit par l'identité
A(g'(T)) = (9" @g)(A(T))

dansk[X, X Y @kk[X,X =2 kX®1, (X®1)1 12X, (1®X) 1. Le membre de gauche s’explicite
aisément :

M@U»=A<Z

nez
et il en de méme du membre de droite :

(0'®g)AM)=(geg)(Tel+leT)=g(Mel+leg(T)= 3 al(Xe1)"+(1eX)".

nez

anX”> =5 AX)"= Y a(X@1)"(1eX)"

nez

Nous obtenons donc I'identité
Y an(X@1)"(1eX)"= Y a[(X@1)"+(1eX)"]

nez nez
entre polyndmes de Laurent en les indéterminéegsbét 1 X. Par identification, nous en déduisons
an=0 sijn>1
ap = 2ay,
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d’ou finalemeng*(T) = 0. Ceci montre que le seul homomorphismeGgdansG, est 'homomor-
phisme trivial

Gm——>1—2>G,

correspondant a ’lhomomorphisme kibigébres

i

K[T] —L> k — KX, XY .
O

Exercices 1) Soitl" un groupe fini. Démontrer que le foncteur constBntAlg, — Gr défini par
(R) =T pour toutek-algébre R ef (f) = idr pour tout homomorphisme dealgébresf, est repré-
sentable si et seulementlsiest le groupe réduit & un élémerndication: pour toutek-algébres A
etR,

HomAlgk(A7 R®R) = HomAng(A7 R) x HomA|gk(A, R).)

2) Soitl" un groupe fini. Lensemblk’ des fonctions suF a valeurs dank est naturellement muni
d’une structure dé&-algébre commutative :

(Af+ug)(y) =Af(y)+ualy) et (fg)(y) = f(y)a(y)
pour tousf,ge k', A,y cketyerl.
On considére les homomorphismeskealgébres
AK KT e kK ket kK =k

définis comme suit :

et

(i) Vérifier que les fonctions indicatrices des singletongy} forment une base dé en tant que
k-espace vectoriel.

(i) Démontrer que leg-algébrek” k" etk " sont canoniquement isomorphes.

(iii) Exprimer A, e et! dans les bases canoniques)cr et(ey®ey )y, crz dek’ et dek” okk'.

(iv) Vérifier que(k",A, e, 1) est unek-bigébre de type fini.

(v) Soitl le groupe algébrique sircorrespondant a le-bigébre(k”, A, e, 1). Vérifier que I'on a
un isomorphisme canoniqu&k) = I" puis déterminef (R) pour toutek-algébre R.

2.3. Constructions élémentaires

(2.3.1)Sous-groupes

Définition 2.3.1— SoitG un groupe algébrigue sur k. Uspus-groupele G est la donnée d'un ho-
momorphisme de groupes algébriquesii— G tel que 'homomorphisme de k-algébrés &'(G) —
¢ (H) correspondant soit surjectif.

Cette définition appelle deux commentaires.
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1) Tout d’abord, pour tout&-algébre R, 'homomorphisme de grouggs H(R) — G(R) estin-
jectif. En effet, on dispose d’un diagramme commutatif

H(R) i G(R)

| I

Homayg, (0(H),R) —— Hompg, (0(G),R)

dans lequel la fleche horizontale inférieure est I'appiicat — uoi*. Lhomomorphisme™ étant
surjectif, la conditioruoi* = voi* impliqueu = v pour tousu,v e Homag, (0 (H),R) et ceci prouve
gue l'applicationir est injective.

2) La surjectivité de I’'hnomomorphismié signifie que l&k-algébre/'(H) est isomorphe au quotient
de 0 (G) par I'idéal keli*). Ceci se traduit par le fait suivant : pour toltalgébre R, I'application

HomAlgk(ﬁ(H)7 R) — HomAlgk(ﬁ(G)v R)

induit une bijection sur le sous-ensemble de Hgpid'(G),R) constitué des homomorphismetels
queu(ker(i*) = 0. De maniéere encore plus explicite, si 'on éa&itG) sous la forme[T4,...,Tn]/T,
alors I'idéal kefi*) de ¢(G) provient d’'un idéaly dek[T4, ..., T,] contenand,

G(R) ~{(r1,...,rn) € R"| f(rq,...,r,) =0 pour toutf € 7}

et H(R) s’identifie alors au sous-ensemble dgRBdéfini par les équations(ry,...,r,) =0, f € 3.

Au vu de ces deux observations, la définition que nous avoostée signifie précisément qu’un
sous-groupe de G est un sous-foncteur en groupes défini pagdations polynomiales.

Remarque En fait, il serait revenu au méme de définir un sous-group& demme un homomor-
phismei : H — G tel que, pour tout&-algébre R, ’homomorphismig : H(R) — G(R) soitinjectif.
On peut en effet démontrer que cette condition suffit a garknsurjectivité de I’lhomomorphisme
i*: 0(G) — O(H).

Exemples 1) Pour tout entien > 0, SL, est un sous-groupe de @lLEffet, I'inclusion naturellé de
SL,, dans Gl, correspond a ’lhomomorphisme Helgébres

I K[(Xij)1<ij<n, T1/(Tdet(Xij) — 1) — K[(Xij )1<i j<n] / (detXjj) — 1)

défini pari*(Xjj) = X;; eti*(T) = 1. Cet homomorphisme est manifestement surjectif.
2) Pour tout entien > 0, le groupeu, est un sous-groupe du groupe multiplicadif,. En effet,
l'inclusion naturellei de u, dansG, correspond a ’lhomomorphisme Healgébres

i KX, XY — k[X] /(X" —1)

défini pari*(X) = X eti*(X~1) = X"~1, Cet homomorphisme est manifestement surjectif.
3) Si le corpk est de caractéristique > 0, le groupeap, est un sous-groupe du groupe addiif.
En effet, 'inclusion naturellé de o, dansG, correspond a ’lhomomorphisme Belgebres

i*K[T] — K[T]/(TP)
défini pari*(T) = T, qui est manifestement surjectif.

(2.3.2) Produit. Etant donnés deux groupes algébriquaseGG;, on peut construire le foncteur en
groupes G x G, surAlg, associant
— atoutek-algébre R, le groupe produiti@R) x G2(R) ;
— atout homomorphisme dealgébresf : R — R/, 'lhomomorphisme de groupes, () x Gy(f):
Gl(R) X GQ(R) — Gl(R/) X GZ(R/).
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Choisissons des anneaux de coordonfgesn, —— Gy et¢,:ha, —— G, et considérons
l'isomorphisme de foncteurs

¢1X¢2ZhAl><hA2 = G]_XGz.
Par définition méme du produit tensorie} &y Az, ha,s.a, >~ ha, X ha, €t nous obtenons donc un
isomorphisme de foncteurs
hAl@kAz e G]_ X Gz.
Enfin, si I'on choisit des isomorphismes A K[T1,...,Tn]/J et A ~K[S,...,Sm]/J, on obtient
un isomorphisme dk-algébres
Ar®kAz =~ KT,...,Tn]/T@kK[Sy,...,Sn]/J
~ k[Tl,...,Tn,Sl,...,Sm]/ﬁ
ou R est I'idéal dek[T4,...,Tn,S1,...,Sm] engendré pad etJ (cf. appendice, 2.4, exercices 5 et 6).
Lak-algébre A ®A» est donc de type fini.
Cette discussion établit la proposition suivante.

Proposition 2.3.2— Etant donnés deux groupes algébriqu@&set G, sur k, le foncteur en groupes
G1 xk G2 est un groupe algébrique sur k, d’anneau de coordon@égs; ) @k '(G,).

(2.3.3)Produit fibré et noyau Considérons plus généralement un diagramme d’homonsmgasi de
groupes

Pour toutek-algebre R, 'ensemble &R) xyr) G2(R) des couplegg:,gz) € Gi(R) x Gz(R) tels
que f1(g1) = f2(g2) est un sous-groupe de;®) x G2(R). Si f : R — R’ est un homomorphisme
dek-algébres, on vérifie immédiatement que 'homomorphismgrdepes G(f) x Gz(f): G1(R) x
G2(R) — G1(R') x G2(R') envoie G(R) xRy G2(R) dans G(R') xyr) G2(R’). Nous avons ainsi
défini un foncteur
G1 XH GzZAlgk—> Gr.

Comme précédemment, on déduit de la propriété universalleradduit tensoriel des bijections

naturelles

Gi1(R) xpr) G2(R) = {(01,92) € G1(R) x G2(R) | f1(01) = f2(g2)}

{(91,0) € Homag, (€(G1),R) x Homaig, (0(G2),R) | g1 ff = g0 f5 }
HomA|gk(ﬁ(Gl) Qe(H) 0(Gz),R)

pour toutk-algebre R. Le foncteur 5<y G; est ainsi représenté parkalgebred (Gy) ® (w) 0(G2).

Cette derniére est bien de type fini, car elle est isomorphguatient de lak-algébre de type fini
0(G1) ®k 0 (Gy) par I'idéal engendré par les éléments de la foegel —1®a, ac O(H).

Nous venons ainsi de démontrer la proposition suivante.

12

12

Proposition 2.3.3— Etant donnés des groupes algébriques G, et H ainsi que des homomor-
phismes {: G; — Het f, : G, — H, le foncteur en groupes

G1xH G2 Algy — Gr, R {(91,02) € G1(R) x G2(R) | f1(91) = f2(g2)}
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est un groupe algébrique, d’anneau de coordonn€é&:) @ (1), € (Gz). Ce groupe est I@roduit
fibré des groupe$: et G, au-dessus dHl et il c’est naturellement un sous-groupe du groupe produit
Gl X Gz.

Un cas particulier de produit fibré estdeyaud’'un homomorphisme de groupes algébriques.

Proposition 2.3.4— Soit f: G — H un homomorphisme de groupes algébriques. Le foncteur en
groupes surAlg,, associant a toute k-algébm le noyau de I'homomorphisme de groupes: f
G(R) — H(R), est un groupe algébrique, d'anneau de coordonnég&) ) k. Il s’agit d’un
sous-groupe dé.

Démonstration Considérons le diagramme

G
\
H.
z
1
Pour toutek-algébre R,
GxuD(R) = {(9,1) € GR) x{1} | f(g) =en(1)}
{(9,1) € G(R) x {1} | f(g) = 1n}
~  Kker(fr)
donc le foncteur en groupes kéj est canoniqguement isomorphe au produit fibre@l. 1l en dé-

coule que keff) est un groupe algebrique d’anneau de coordonfi&€) ® (1) k et c’est naturelle-
ment un sous-groupe de%G x 1. a

Exemples 1) Le groupe S} est le noyau de 'homomorphisme det : Gb GL;.

2) Soitn > 0 un nombre entier et considérons I’hnomomorphignie Gy, — G, défini par I'éléva-
tion & la puissance-éme ; pour tout&-algébre R]n|r est 'Thomomorphisme R— R*, x+— x". Son
noyau est manifestement le groupedes racines-émes de I'unité. Notons que I'on peut retrouver
'anneau de coordoonnées de ce dernier : 'homomorphisimeorrespond a ’lhomomorphisme de
k-algébrek[Y,Y 1] — Kk[X,X 1] envoyant X sur ¥ et

XX Y@y y 1 kZKXX Y @ik/ (XM 1- 10 1) 2 kX, X1 /(X" - 1) 2 K(X] /(X" - 1).

3) Supposons qule soit un corps de caractéristiqye> 0. La multiplication parp définit un ho-
momorphismep] : Ga — Ga; pour toutek-algébre R|[p|r est 'lhomomorphisme R+ R, X — px.

Son noyau est manifestement le groupe algébrmgid"homomorphismep| correspond a I'homo-
morphisme dé-algébrek[S] — k[T] envoyant S sur Tet

K[T] ®g k= K[T]@kk/(TP©1-0®1) = K[T]/(TP).

(2.3.4)Image, quotient La situation est beaucoup plus délicate pour ce qui estrdagds et des
quotients. En général, $i: G — H est un homomorphisme de groupes algébrigues, le foncteur e
groupes

A@waagRHHm(Gm)—Eakﬂm>

n'est pas un groupe algébrique. De méme, il — G est un sous-groupe de G tel que, pour toute
k-algébre R, NR) soit un sous-groupe distingué d¢R3, le foncteur en groupes

Alg, — Gr, R+ G(R)/N(R)
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n'est généralement pas un groupe algébrique.
Il n'y a pas a chercher beaucoup pour obtenir un contre-eleentipomomorphismés, ﬂ> Gm
convient parfaitement !

Proposition 2.3.4— Soit n un nombre entier. Six 2, le foncteur
Alg, — Ens, R—im(R* — R*, x— x") = {r € R* | r est une puissance n-efe

n'est pas représentable.

Démonstration Supposons que ce foncteur soit représentable, c'eseaidiil existe unek-algébre
A et un morphisme de foncteugs: ha — hyx x-1) tels que, pour toutk-algebre R, I'application

¢r : Homayg, (A,R) — Hompg, (KX, X 1],R) = R*

soit une bijection sur le sous-ensemble ded®nstitué des puissancesemes. En vertu du lemme de
Yoneda, il existe un unique homomorphismekeglgébrerr : k[X,X 1] — A tel que¢ = h,. Posant
o = 1(X), nous pouvons alors reformuler ce que I'on vient de dire $aderme d’une propriété
universelle :
— o est une puissanageéme dans A;
— pour toutek-algébre R et tout homomorphismek[X,X 1] — R tel quer (X) soit une puissance
n-eéme dans R, il existe un unique homomorphismé — R tel quer(a) = r(X), c’est-a-dire
tel que le diagramme

soit commutatif.

Nous allons maintenant démontrer doat homomorphisme : k[X,X~1] — R se factorise a tra-
vers1T; en vertu de la propriété universelle qui précede, ceciignpra queout élément inversible de
n’'importe quelle kalgébre est une puissane@&me, assertion évidemment fausse 3i2 (considérer
par exemple X dank[X, X ~1]). Pour ce faire, nous allons commencer par construb@mme un ho-
momorphisme de A dans umkealgébre contenant R, puis nous vérifierons que cet homdiisong
est en fait a valeur dans R.

Considérons unk-algébre R et un homomorphisme k[X,X~1] — R; posonsa = r(X). La k-
algébre R =R[T1]/(T] —a) contient R efay est manifestement une puissameeéme ; il existe donc
un unique homomorphisntg : A — Ry tel query(a) = a. De méme, l&-algebre R=K[T2]/(T5—a)
contient R el y est manifestement une puissameéme ; il existe donc un unigue homomorphisme
T2 A — Ry tel query(a) = a. Posant

Ri2=R[T1,T2]/(T1—a,To—a) = Ry[T2]/(T2—a) = Ro[T1]/(T1—a)

et désignant pan, eti, les inclusions canoniques dg Bt R, dans R, les homomorphismes or;
etiporp de A dans Ry sont tels quéiiory)(a) = (izorp)(a) =a, doncijofy =izoT>.

En tant que R-module, Rresp. R) est libre de basél, Ty,...,T] 1) (resp.(1,Tz,..., T3 1);
de méme, R = R4[T2]/(T2—a) est un R-module libre de base, Iy, ... ,Tgfl. Nous en déduisons
que R est un R-module libre de base les mondmgsT§? avec 0< vi, v, < n— 1. Quel que soit
'élémentt de A, Ti(t) s'écrit de maniére unique sous la forrmg+u T, + ... + un,lTQ‘1 avec
Uo,--.,Un—1 € R; de mémer,(t) s’écrit de maniére unique sous la formetviTo+ ... +vn_1T2*1
avecvy,...,Vn_1 € R. Lidentitéi; oy = ix o T implique

Up+WTi+. ..+ U Ty P =Vo+ViTo+ ...+ Vo aTh !
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dans R, donc
UW=Vy, U=...=Up_.1=V1=...=V,_1=0.

L’homomorphismer; : A — Ry est par conséquent a valeurs dans la sous-algébre R et mms av
ainsi établi que 'homomorphismese factorise a travers. Comme expliqué précédemment, ceci
conclut la démonstration de la proposition. O

Pour toutek-algebre R, 'lhomomorphismga|r : Gm(R) — Gm(R) induit un isomorphisme entre
le groupe quotientm(R)/tn(R) et le sous-groupe dém(R) = R* constitué des puissancegmes.
La proposition que nous venons d’établir peut donc se raftame maniére équivalente comme suit.

Proposition 2.3.5— Soit n un nombre entier. Sixa 2, le foncteur
Algy — Ens, R Gm(R)/tn(R)
n'est pas représentable.

Exercices 1) Soit(A,A,e*,1) unek-bigeébre de type fini et soft un idéal de A. On désigne parla
projection canonique de A sur/A.

(i) A quelle condition existe-t-il une structure de fonateun groupes sur 4y, telle que le mor-
phisme f : ha /5 — ha soit un homomorphisme de groupes algébriques ?
(ii) Siha/; estun sous-groupe d@ ha quelle condition est-ce un sous-groupgingué c’'est-a-
dire tel que R /5(R) soit distingué dansA{R) pour toutek-algebre R ?
2) Considérons 'homomorphisme de groupes algébriqués, — G x G, défini par
iR: R* = R*xR*, t~(t,1)
pour toutek-algébre R.

Vérifier que 'homomorphisme fait de G, un sous-groupe d&, x G, puis démontrer que le
foncteur en groupes

est un groupe algébrique skir

2.4. Changement du corps de base

Examinons I'effet d'un changement du corps de base.

Proposition 2.4.1— SoitG un groupe algébrique sur k et soit/k une extension de corps. Le fonc-
teur en groupes sullg,, obtenu par restriction dé& est un groupe algébrique suf &'anneau de
coordonnée®’ (G) @k K.

Démonstration Pour toutek’-algébre R
G(R) ~ Homayg, (0(G),R’) = Hompyg,, (0(G) @k K, R'),
donc le foncteur
Algy — Ens, R'— G(R)

est représenté par ld-algébred'(G) @k K. En outre, comme’(G) est de type fini suk, 0(G) ~
K[T1,...,Tn]/J etdonc

est un&k’-algebre de type fini (cf. appendice, 2.4, exercice 4). O

Etant donnés un groupe algébrique Glsat une extension de corgy’k, on note Gxik' le groupe
algébrique suk’ défini en restreignant G a la sous-catégaétig,, deAlg,.
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Exemple 1- Soitk un corps de caractéristique différente de 2. Pour tkuatiggebre R, 'ensemble des
matrices de la form g ;b aveca, b € R tels quea? 4+ b? € R* est un sous-groupe de g(R);
on en déduit que le foncteur

G:Alg, — Gr, RH{< ‘g‘ ;b ) eMz(R)\aerbzeRX}

est un sous-groupe de Gld'anneau de coordonnées
0(G) = K[X11,X12, X21,X22, T| /(X121 — X22, X124+ X21, T(X11X22 — X12X21)).
Considérons unk-algébre R. Si R contient un élémerel que de® 41 =0, alors
a?+b?= (a—ib)(a+ib)
pour tousa, b € R et I'application

a
b

est un isomorphisme de groupes, d'inverse I'application

‘R (u+v)/2 - (v—-u)/2
R* x R* — G(R), (u,V)H< (E_x)/z (\J+3)/2| >

G(R) — R* x R*, ( ;b ) — (a+ib,a—ib)

Supposons par exempte= Q et considérons I'extension quadratic@é) = Q[T]/(T?+1) deQ.

D’aprés ce que I'on vient de dire, le groupex@ Q(i) est isomorphe au groupe prodaif, x Gm.
Par contre, le groupe G n’egasisomorphe &, x G, ; en effet, les groupes

G(R) ~C*
et
(Gm %X Gp)(R) =R* xR

ne sont pas isomorphes car le sous-groupe de torsion dugsrestidivisible, tandis que le sous-
groupe de torsion du second est isomorph¥iatgruppede KIein(Z/ZZ)Z.

Exemple 2—- Considérons le groupe unitaire usuel
U(n) = {M e M;(C) |'MM =1,},

ou M désigne la matrice déduite de M par conjugaison des caaffigi Peut-on écrire ce groupe sous
la forme GR) pour un certain groupe algébrique G §uet une certainé€)-algébre R ?

Pour touteQ-algébre R, laQ-algébre Rag Q[T]/(T2+ 1) = R[T]/(T?+ 1) est munie d’un auto-
morphisme R-linéaire canoniquedéfini paro(T) = —T. L'ensemble
G(R) = {M € My(R[T]/(T?+1)) [f[o(M)M =1,}

est un groupe pour le produit matriciel ; par ailleurs, shl'aotex;; +y;; T les coefficients d’'une
matrice M€ My (R[T]/(T2+ 1)), la condition'a(M)M = I, équivaut aux identités polynomiales

(G 4+Y2)+...+ (G +Ya) =1 (1<?<f_1)
(X1iX1j — Y1iY1j) + - - - + (XniXnj — YniYnj) =0 (I<i<j<n)
(Xtiy1j +X1jYai) + - - . + (Xni¥nj + X jYni) =0 (I<i<j<gn

et donc le foncteur en groupes G ainsi défini Algg est un groupe algébrique. Par construction
méme, GR) est le groupe unitaire ().

Supposons que R soit uf@algébre contenant un élémeéhtel que&?+ 1 = 0. Sous cette hypo-
thése, I'application

£:R[T]/(T?4+1) = RxR, a+bT+— (a+b& a—b&)
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est un isomorphisme d’anneaux et, via cette identificatiantomorphismeo de RT]/(T2+ 1) cor-
respond a la permutation des deux facteurs deRR En utilisant 'isomorphisme canonique de R-
algebres

MZ(R X R) = Mz(R) X Mz(R),
on en déduit que le groupe(B) est isomorphe au sous-groupe de>@) x GL,(R) constitué des
couples(M1, M) tels qué (M2, M1)(M1,M32) = (In, 1), C’est-a-dire tels que

"MoM1 =t MiM3 = I,
Ainsi, la premiére projection GI(R) x GLz(R) — GL2(R) induit un isomorphisme entre (R) et
GLy(R).
Au final, nous avons construit un groupe algébrique Gtel que
G(R)=U(n) et G(C)~GLuy(C).

On constate aisément que les groupés)ét GL,(IR) ne sont pas isomorphes, par exemple en vertu
du fait que le centre du premier est isomorpHe/& et donc contient 3 éléments de 3-torsion tandis

gue le centre du second, isomorphB’a, ne contient qu'un élément de 3-torsion. Cette observation
montre que les groupes algébriques G e, Glir Q ne sont pas isomorphes ; par contre, les groupes
algébriques &g Q(i) et GL, surQ(i) sont isomorphes.
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3. REPRESENTATIONS LINEAIRES

L'objectif principal de ce chapitre est le théoreme suivdetC. GHEVALLEY : tout groupe al-
gébrique G est isomorphe a un sous-groupe d'un groupe fnézli, ; en outre, étant donné un
sous-groupe H de G, on peut réaliser G comme un sous-groupédde telle sorte que, pour toute
k-algébre R, HIR) soit le sous-groupe de(&) constitué des matrices de la forme

Il découle en particulier de ce théoréme doet groupe algébrique peut se voir comme un groupe
(fonctoriel) de matrices.

3.1. Généralités

(3.1.1)Soit C une catégorie quelconque. Si G est un foncteur en geosyr C et E est un foncteur
en ensembles sur C, on définit de maniére naturelleagtion de G sur E comme la donnée d’'un
morphisme de foncteurs

¢:GxE—E

tel que les diagrammes

ex idE

GxGxEx 02! GxE et 1xEEGxE

ST

GXxE——E

¢
oum (resp.e) désigne la multiplication (resp. le neutre) de G, soiemicitatifs.

Les arguments utilisés pour démontrer la proposition Imiohtrent qu'il est équivalent de se
donner
— une actionp : Gx E— Ede G surE;
— pour tout objet X de C, une actighx du groupe GX) sur 'ensemble EX) de telle sorte que,
pour toute flechd : X — Y dans C, I'application Ef) : E(X) — E(Y) soit équivariante relati-
vement aux groupes (&) et YY), i.e.

E(f)(¢x(9,X)) = ¢v(G(f)(9),E(f)(X)
pour tousy € G(X), x € E(X).

Exemple— Si G est un foncteur en groupes sur C, on peut considérentgegor en ensembled
associé aG (i.eé(x) est 'ensemble sous-jacent au group&X@ et faire agir G sufs par translation
a gauche en considérant le morphisme de fonct@uG x G — G défini pargx (g,h) = ghpour tout
objet X de C et toug),h € G(X). On peut également faire agir G SBrpar conjugaison.

Un autre exemple : on considére le foncteur en ensembles i péfi

— pour tout objet X de C, &) est I'ensemble des sous-groupes de G;

— pour toute flechd : X — Y dans C, Ef) est I'application envoyant un sous-groupe H deX®

sur le sous-groupe @)H de GY).

(3.1.2)Soitk un corps et soit V uk-espace vectoriel. On associe a V un foncteur™g, — Ensen
posant
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— pour toutek-algébre R, YR) est le R-module libre 0 R ;
— pour tout homomorphisme dealgebref : R — R’, V(f) est I'application R-linéaire

V®|(RHV®|(R/7 ZVG®AGHZVa®f(Aa).
a a

Remarques— 1. Si(g)ic| est une base de Vg ® 1)i¢| est une base du R-module librex¢R.

2. Une application R-linéaira de V®kR dans un R-module M est uniguement déterminée par sa
restriction au sous-ensemblexy1={v®1;ve V} de VkR, que I'on identifie canoniquement a
V. En effet, tout élément de ¥y R s’écrit sous la formg , va ® A4 €t

u(z Vg @Aq) = z U(Vg @ 1)Aq.

Lemme 3.1.1— SoitV un k-espace vectoriel et soit: R — R’ un homomorphisme de k-algébres.
Etant donné un endomorphisnfelinéaire a de V @R, il existe un unique endomorphisnié-
linéaire f*(a) deV ®kR' tel que le diagramme

*(a)
VC@kR/———9>VC§kR/

MV®fT va®f

VC@kR-—7;e»VC§kR/

soit commutatif.

Ona f*(idyg,r) = idver et f(aB) = f*(a)f*(B) pour tousa, B € Enck(V ®kR). En particu-
lier, si o est un automorphisme;*fa) est un automorphisme.
Démonstration L'application composée

idy @ f
V—a>V®kRﬁ>V®kR/
estk-linéaire et donc se prolonge de maniéere unique en une afiplicR-linéairea’ : V @R —
V @k R’. Par construction, les applications R-linéaitgs (idy ® f) et (idy ® f)oa de V@R dans
V @k R’ coincident sur le sous-ensemblex\M de Vg R ; elles sont donc égales et il suffit de poser
f*(a) = a’. L'unicité est claire puisque la restriction dé(a) au sous-ensemble ¥ 1 de Ve R’
est donnée.
Les identitésf*(idy g,r) = idyg,r €t *(af) = f*(a) f*(B) se déduisent immédiatement de I'uni-
cité. -
Le lemme précédent permet de définir un foncteur en groupgssGiAlg, :
— pour toutek-algébre R, Gl(R) est le groupe des automorphismes R-linéaires du R-module
V ®kR;
— pour toute flechd : R — R/, GLy/(f) est ’homomorphisme GLR) — GLy (R') envoyanta
sur f*(a).

Proposition 3.1.2— SoitV un k-espace vectoriel. Pour que le foncteur en groBhe soit un groupe
algébrique sur k, il faut et il suffit que soit de dimension finie.

Démonstration Le choix d'une baség )ic; de V surk permet de définir un isomorphisme de foncteurs
en groupes entre GLet le foncteur

G : Alg, — Gr, R+— {matrices inversibles dans|{R)}

en associant a chaque automorphisme R-linéaire de¥= @, R(e ® 1) sa matrice dans la base
(& ®1)ial.

Ainsi, si V est de dimension finid, alors Gly est isomorphe au foncteur en groupesyt il
s'agit donc d’un groupe algébrique dur



29

Réciproquement, si le foncteur Glest un groupe algébrique d’anneau de coordonnées A, alors le
foncteur G est représenté par le cougle, o), ot a est un certain élément dg(@) ; en particulier,
pour toutek-algébre R, chaque matrice inversibledWM,(R) est de la formef (o) pour un certain
homomorphisme dk-algebresf : A — R.

Considérons l&-algébre K= k((Xj)iel) des fractions rationnelles en des indérminéesi X .
Par hypothese, lg-algebre A est de type fini donc il existg...,t, € A tel que tout élémena de
A s’écrire sous la forme d'un polynéme én...,t, a coefficients dank; il en découle que, pour
tout homomorphisme dk-algébref : A — K, la matrice f(a) fait intervenir qu’'un nombre fini
d’'indéterminées X SiI'ensembile | est infini, la matrice de I'automorphismdikéaireu de Vi K
défini paru(e ® 1) = X;(e ® 1) pour touti € | fait intervenir une infinité d’'indéterminées et donc ne
peut pas s’écrire sous la forni€a ). Ainsi, le foncteur en groupe GLn’est pas un groupe algébrique
si 'ensemble | est infini. O

Définition 3.1.3— SoitG un groupe algébrique sur k et sait un k-espace vectoriel. Uneprésen-
tation linéairede G dansV est une action d& sur V telle que, pour toute k-algebrg, le groupe
G(R) agisse par automorphisméslinéaires surV @i R.

Pour tout groupe algébrique G skiet toutk-espace vectoriel V, il revient au méme de se donner
une représentation linéaige: G x V — V ou un morphisme de foncteurs en groupesG — GLy.
La correspondance est donnée par l'identité

Pr(9) = ¢r(9,")
pour toutek-algébre R et toug € G(R).

Exemples— 1. On définit une représentation linéaire de,3lans I'espace vectori[X, Y], =
kX2 @ kXY @ Y?2 des polyndmes homogénes de degré 2 en X et Y de la maniéretsuiPaur toute
k-algébre R, le groupe SIR) opére naturellement sur le R-module RXRY via

c d c d
On en déduit une action de §IR) sur V@R = RX?@ RXY @ RY? définie par

< a0 ) -(X,Y):(X,Y)< a b ) = (aX+bY,cX+dY).

( . 3 ).XZ: (aX +bY)? = a®X2 + 2abXY +b?Y2,

< . 3 ) Y2 = (eX +dY)? = X2 + 2cdXY +d2Y?

et

( ? (tj) ) XY = (aX +bY)(cX +dY) = acX?+ (ad+ bc)XY + bdY?.

On dispose plus généralement d’'une représentation rlatutel Sl, dans I'espace vectoriel
K[X1,...,Xn]a des polyndmes homogénes de degrén n indéterminées : pour toutealgébre R,
SLy(R) opére sur RX,...,XpJ1 = RX1®... ®RX, via

(9.X1,...,0Xn) = (X1,...,Xn) 'g
et il en découle une action de SR) sur RX4,...,Xplg = K[X1,...,Xn]d @k R définie par
0.P(X1,....Xpn) =P(9.X1,...,0.-Xp).
2. On dispose d’'une représentation linéaire naturelle dugg algébrique Gldans I'espace vec-

toriel V = My (K) : pour toutek-algébre R, &k R ~ Mp(R) et on fait opérer le groupe GLR) par
conjugaison g.M = gMg.
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Il est aisé d’expliciter cette représentation en utilisenbase canonique de J¥k) formée des
matrices élementaires;§1 < i, j < n). Pourn =2, on obtient les formules suivantes :

sig= ( ? g > € GLy(R) etd = ad—bc, alors

1 1
g.E]_]_ = S (adEll — abE12 + CdE21 — bCEzz), g. Eio= S (—a.CEll + a2E12 — C2E21 + aCEzz)
1 5 2 1
g.Ex1 = S (dell —b“E1o+d°Ep1 — dezz) et g.Ex= S (—bCE11 + abEj, — cdEsq + a.dEzz).

(3.1.3)Considérons uk-espace vectoriel V de dimension finie et soit W un sous-espactoriel de
V.

Proposition 3.1.4— Le foncteur
StalfW) : Alg, — Gr, R— {ge GLy | g(W®kR) C W®kR}

est un groupe algébrique et I'inclusion canonigs@l{W) — GLy en fait un sous-groupe deLy .
Démonstration Considérons une base, ..., en) de W et complétons-la en une bdsg, ..., e,) de

V. Lisomorphisme Gy —— GL, obtenu en associant a tout élémgmt GLy (R) = GL(V ®kR)
sa matrice dans la base ® 1,...,e,® 1) identifie le sous-foncteur en groupes Siah de GLy au
sous-foncteur en groupes F de 3kl que

/
F(R) = {( ('\)" '\'\//'I,, > i M € GLm(R), M’ € Mmn_m(R) et M’ & Gan(R)}

pour toutek-algébre R.

Le foncteur F est manifestement un sous-groupe algébrigueld, son anneau de coordonnées
étant le quotient de/'(GLn) = K[(Xij), T]/(Tdet(Xj;) — 1) par lidéal engendré par les;Xavec
m+ 1<i<netl< j<m Parconséquent, Staly) est un sous-groupe algébrique de/GL O

Plus généralement, étant donnés un groupe algébrique IGesuine représentatigm: G — GLy
de G dans V, le produit fibré &g, StafW) du diagramme

G

IS

GLy

e

StalfW)
est un groupe algébrique (cf. 2.3.3). Quelle que sditddgebre R,

(G xoL, StalfW))(R) = {(g,h) € G(R) x StalfW)(R) | pr(g) = h}
{g€ GLv(R) | pr(9)(W &K R) C W®KR}

s’'identifie au sous-groupe d&(R) constitué des éléments stabilisant le sous-moduleR de
V ®k R. On dit que GxgL, StalfW) est lestabilisateurde W dans V et on le note StafwV).

L'anneau de coordonnées de SaW) est 0 (G) ®4(cL,) ¢(StadW)). La premiére projection
G x gL, StadW) — G fournit un homomorphisme canoniqyele Stalg(W) dans G correspondant a
I’'homomorphisme

it 0(G) — 0(G) ®o(GLy) ﬁ(Stalﬁ(W)), a—a®l
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Ce dernier est surjectif? donc Sta(W) est un sous-groupe de G.

(3.1.4)Etant donné un groupe algébrique G d’anneau de coordonnéesué allons maintenant voir
gu'il est équivalent de se donner une représentation lieé G dans uk-espace vectoriel V ou
d’équiper V d'une structure deomodulesur A.

Soit p : G — GLy une représentation linéaire. Ayant choisi un isomorphisimdoncteurs G-
ha, on dispose pour toute-algébre R et tout élémegtde GR) = Hompg, (A,R) d’'un digramme
commutatif

G(A) x V 2 V @A
G(g)xidy l lid\/@g
G(R) xV ——=V &R
etg est limage de I'élément id de GAA) = Homayg, (A,A) par l'application Gg). On en déduit
l'identité
Pr(9,V) = ((idv ®g) o pa)(ida, V)

pour tout vecteur € V, ce qui montre que la représentatiprest complétement déterminée par la
donnée de I'applicatiok-linéaire

p= pA(idA®-) 'V =V ®A.
Exemple— Considérons le groupe addi€if, et la représentation linéaigedans lek-espace vectoriel
V = ke, @ ke, définie par
pr)e®l=acl et teel=tE@el)+teel=aat+e®l

pour toutek-algebre R et tout € G,(R) = R.
L'anneau de coordonnées @g est lak-algebre A= K[T] et les bijections

Homaig, (K[T],R) — Ga(R) =R, u~— u(T)

définissent un isomorphisme de foncteussthG, ; via cette identification, igl correspond en parti-
culier al'élément T dé&G4(K[T]) = K[T]. Il en découle qu@ est I'applicationk-linéaire

VoVekKT], ee—eael, e—eaeT+esl
et, pour toutek-algebre R et tout élémenhtde G4(R) = R, pr(t,-) est I'application composée

vV —L2 v ek 2 v eyR

obtenue en spécialisant T &n

Proposition 3.1.5— Soit G un groupe algébrique sur k et soif\( A, €, 1) la k-bigébre associée.
Pour tout k-espace vectori#, il revient au méme de se donner :
(i) une représentation linéairp : G — GLy ;

(2)’lhomomorphismé* : ¢(GLy) — &¢(Stal{W)) correspondant & I'inclusion canoniqieStalfW) < GLy est surjectif
(cf. la démonstration de la proposition 3.1.4). Par suitet €élément de

0(G) — 0(G) @4 (L) ¢(StaltW))

de laformea®b s’écrita®i*(c) = ap*(c) ® 1 avecc € 0(GLy) et la surjectivité dg* en découle.
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(i) une application k-linéairep : V — V @A telle que les deux diagrammes

v VoA et V—2VeA

5| | o \ |

V @A T\/gAV@kA@)kA V @kk

soient commutatifs.
A une représentation linéaire correspond I'applicatiorp = pa(ida, ).
A une applicatiorp : V — V ®A satisfaisant aux deux conditions de (i) correspond la ésgn-
tation linéairep telle que, pour toute k-algebiR et tout élément g d&(R) = Homyyg, (A, R), pr(9)
soit I'unique automophismi-linéaire deV ®x R prolongeant I'application k-linéaire

id
V—>V®kAﬂgV®kR

Démonstration Soit p une représentation linéaire de G dans V et poit pa(ida,-) ; on a vu que,
pour toutek-algebre R et tout élémegide G R) = Homyyg, (A, R), pr(9) est 'unique automorphisme
R-linéaire de &k R prolongeant I'applicatiok-linéaire

V—L VoA ®YyeR.

Considérons deux élémergsh de G(R) et calculons successivemegit(gh) et pr(g) o pr(h).
Par définition de la comultiplicatioA de A, gh est ’lhomomorphisme die-algebres A— R défini
comme le composé

mult

A—>A®kA—>R®kR—> R
doncpg(gh) est I'unique automorphisme R-linéaire dex¥ R prolongeant I'applicatiok-linéaire

d id d |
Vv —>V®kA ﬂ>V®kA®kAﬁt‘y@;V&(R@kav®mUt V ®kR.

D’autre part, siv est un vecteur de V, alogr(h).v= zi Vi ® Aj avecy; € V et A € R, puis

(Pr(9) 0 pr(N)).v ZV| @ A
= Y (Pr(9)W)A
|
dans V&g R. Ainsi, pr(g) o pr(h) est 'uniqgue automorphisme R-linéaire dex¥ R prolongeant
I'applicationk-linéaire

I__\;d\/@mult

0 pxid d
vV —LverA 222 oA o AYEENY o R RYE™Y @R

Lidentité pr(gh) = pr(9) o pr(h) est donc équivalente a la commutativité du diagramme

V4p>V®kA

lﬁ 5®idAl

V kA TngV kA QKA

Wh)

V @k R.
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Comme ceci doit étre vrai pour toukealgébre R et toug,h € G(R) = Hompg, (A, R), on en déduit
immédiatement que le diagramme

V4P>V®kA

| s

V QkA T\/@?AV kA QKA

est commutatif (considérer R A ®x A et prendre poug (resp.h) 'homomorphisme de A dans
A ®kA envoyantasura® 1 (resp. sur ® a), de sorte qug® h soit I'identité de AR A).

L'élément neutreegr du groupe GR) correspond a ’lhomomorphisme #ealgébres de A dans R
obtenu en composaset : A — k par 'unigue homomorphisme dealgébresu : k — R. Par suite,
I'identité px(ex) = idy équivaut a la commutativité du diagramme

V —2 VA

N o

V®kk

Partons réciproquement d’'une applicatiofinéaire p de V dans Mgy A satisfaisant aux deux
conditions de (ii). Pour toutk-algébre R et toug) € G(R) = Hompyg, (A,R), on désigne papr(g)
I'uniqgue endomorphisme R-linéaire dex)t R prolongeant I'applicatiok-linéaire (idy @ g) o p. La
discussion précédente montre que I'opg(gh) = pr(g)pr(h) et pr(er) = idvg,r pour toutek-
algébre R et toug,h € G(R) ; en particulier,or(g) est unautomorphismeR-linéaire de kR et
on conclut que les homomorphismes de groypesG(R) — GLy (R) définissent une représentation
linéairep de G dans V telle qup = pa(ida,-). O

La structure mise en évidence au point (ii) de la propositiditédente mérite d’étre baptisée.

Définition 3.1.6— Soit(A,A, €*,1) est une k-bigebre. Ucomodulesur A est la donnée d’un k-espace
vectorielV et d'une application k-linéair@ : V — V @A telle que les deux diagrammes

V—2" _verA et v—EveA

5| | o \ |

V @kA T\/gAV®kA®kA V @kk

soient commutatifs.
Un sous-comoduldeV est un sous-espace vectoh®ldeV tel que 'image d&V par I'application
p soit contenue dans le sous-espace vectdbeb A deV QKA.

Exemple— Reprenons le premier exemple donné aprés la définitior,3sbit I'action naturelle
de SbL sur V= k[X,Y]z. Ici, A = k[xll,X12,X21,X22]/(X11X22— X12X21 — 1) etla représentation
envisagée correspond a I'applicatikitinéaire

k[X,Y]Z — k[X,Y]z QKA
définie par
X2 X2@ X2+ XY @2X12X11+ Y2 @ X2, Y21 X2@Xo1+ XY ® 2X21X 22+ Y2 @ X3,

et
XY — X2@ X11X21+ XY @ (X11X22+ X12X21) + Y2 @ X 12X 22.
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3.2. Représentation réguliere

Soit G un groupe algébrique skid’anneau de coordonnées A ; on fixe un isomorphisme de fonc-
teurs h ~ G, d’ou I'on déduit une structure debigébre(A,A,e*,1) sur A (voir 2.2.1). La comulti-
plicationA: A — A ®kA munit A d’'une structure de comodule sur A : en effet, les déiagrammes
a considérer sont bien commutatifs puisque ce sont regpe@it celui exprimant la coassociativité
deA et celui caractérisant la counigd. On en déduit une représentation linéaire-G5La, appelée
représentation réguliere

On peut donner de cette représentation une interprétatgructive. Etant donnée utkealgébre
R, on désigne pa# (G(R),R) 'ensemble de toutes les fonctions suiR3 a valeurs dans R, que I'on
munit de sa structure naturelle de R-algébre.

Tout élémentf de A définit naturellement une fonctidne . (G(R),R), & savoir

G(R) = Homag, (A,R) = R, s— f(s) =s(f).

La correspondancef — f est manifestement un homomorphisme kialgébres de A dans
Z(G(R),R), lequel se prolonge en un homomorphisme de R-algébrex R — .7 (G(R),R).
Notons que cet homomorphisme n’est généralemasinjectif lorsque R est fixée : par exemple, si
R=k=TIp et G= G, il s'agit de l'applicationF,[T] — .7 (Fp,Fp), f+— (x— f(x)), qui s’annule
identiquement sur X— X. On obtient par contre l'injectivité en faisant varier Rrépisément, sf
est un élément de A¢R induisant la fonction nulle sur(®&') pourtouteR-algébre R alorss(f) =0
quel que soit 'homomorphismede A dans Ret, prenant R= A @k R avecs = idag,r, alorsf = 0.

Etant donnéf € A @R, on peut composer la fonctioh : G(R) — R avec la multiplication
G(R) x G(R) — G(R) pour obtenir une fonction sur (&) x G(R). Si I'on revient & la définition
de f, on constate qu'il s’agit de I'application envoyant le cteu(s,t) € G(R) x G(R) sur 'image de
(s®t)A(f) par 'Thomomorphisme produit R¢R — R. En d’autres termes, sil'on éci{ f) € A @A

sous la formé\(f) = 5,9 ® h;, alors

T(st) = TGS ().

Revenons maintenant a la représentation régupéde G. Etant donnée urlealgébre R, on fait
agir GR) par automorphismes R-linéaires degR : as<€ G(R) correspond I'unique automorphisme
R-linéairep(s) de A®kR prolongeant I'applicatiok-linéaire

A — ARkR, f&—)(idA®S)A(f).
SifeAetsiA(f)=3;g@h;,alorsp(s).f = Tigi®sh) = 5;g @ hi(s) et donc
p(9)-f(t) = S G(DR(s) = Tits).

On dispose ainsi d’'un diagramme commutatif

A®kRLA®kR

l l

7 (G(R),R) — F(G(R),R)

dans lequel B
— les fléches verticales sont les applicatidns: f ;
— la fleche horizontale inférieure est 'automorphismeZ6G(R),R) envoyant une fonctiorp

sur la fonction

(-5 : GR) —~GR) L—~R.
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Cette interprétation de la représentation régul@rés — GLa met en évidence le fait qu'il s’agit
d’'une représentatiofidéle c'est-a-dire que I’homomorphisme de grougmesest injectif quelle que
soit lak-algébre R. En effet, S est un élément de @) tel quepg(s) soit I'identité de Axx R, alors
f(-s) = f pour toutf € A, donc

S(f) = T(9) = Flers) = Flew) = en(f)

pour tout élément de A, et par suits = eg puisqu'’il s’agit de deux homomorphismes klalgébres
de A dans R.

Considérons finalement un sous-groupe H de G. Par définittmmeau de coordonnées de H est
un quotient de celui de G; il est donc de la formgJfpour un certain idédl de A.

Lemme 3.2.1— L'idéal J est précisément I'ensemble des éléments Adels que, pour toute k-
algebreR, la fonctionf : G(R) — R s’annule identiguement sur le sous-groupeR).

Plus généralement, quelle que soit la k-algéBrel ®k R est le sous-ensemble dexy R formé
des éléments f tels que, pour toRealgebreR, la fonctionf : G(R') — R’ s’annule identiquement
sur le sous-groupéi(R/).

Démonstration Démontrons directement la seconde assertion, plus déifiiae R= k pour obtenir
la premiére).

Considérons une R-algebré. Rar définition, la fonction sur (®') associée a un élémeifitde
A ®R est I'application

f:G(R') =Homag, (A@kR,R) = R, s— f(s) =s(f).

Un élémensde G(R') appartient au sous-groupdRi) de G[R') si et seulement si ’homomorphisme
A ®kR — R’ lui correspondant se factorise a travers la projection cigme AxxR — A @kR/JT kR,
donc si et seulement $i(s) = s(f) = 0 pour tout élément deJ @k R. Cela montre en particulier que
la fonction f sur GR') associée & € A ®R est identiquement nulle, quelle que soit la R-algébre
R/, si f appartient & @k R.

Réciproquement, si(s) = 0 pour toute R-algebre’Ret touts € H(R'), on a alors en particulier
s(f) = f(s) = 0 lorsque R= A ®xR/J @k R etsest la projection canonique dew# R sur R, d'ou
f e TokR. O

3.3. Le théoréme de Chevalley

(3.3.1)Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théor@mecaren introduction de ce
chapitre.
Théoreme 3.3.1 (Chevalley}- SoitG un groupe algébrique sur k.
(i) Il existe un k-espace vectori®l de dimension finie et une représentation linégirde G dans
V tel que 'homomorphismp : G — GLy induise un isomorphisme d&sur un sous-groupe de
GlLy.
(i) Etant donné un sous-groupd de G, il existe un espace vectori®l de dimension finie, une
représentation linéairgp : G — GLy et un sous-espace vectorld deV tels quep induise un
isomorphisme d& sur un sous-groupe deLy etH = Stalys(W).

Lemme 3.3.2— SoitV un comodule sur une k-bigebfe Tout élément v d¥ est contenu dans un
sous-comodul®V deV de dimension finie.
Démonstration Considérons une bage;)ic; de A en tant quek-espace vectoriel. Tout élément

de V@A s’écrit d’'une maniére et d’'une seule sous la forfe vi ® a;, ou (Vi)ic est une famille
d’éléments de V ne contenant qu’'un nombre fini de vecteursitsn
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Fixons un élément de V et soit W le sous-espace vectoriel de V engendré par les vecteurs
apparaissant dans

5(V):;Vi®ai-

Il s'agit d’'un sous-espace de dimension finie puisqu’il n"'gwun nombre fini des non nuls. Le
premier axiome définissant la structure de comodule sur Vdsitité (0 ®ida)op = (idy ® A) o p,
oU A désigne la comultiplication de A. On a

[(peida)op](v) = Zﬁ(vi) ®a;

et
[(idy o A) o p](V) = ZVi RA(&).
e
La famille (aj @ a)j »)ci2 €St Une base dkrespace vectoriel &y A, donc

Aa)= 5 Ao
(j,0)el?

i : :
avecA;, € k; par sulite,

(idyod)oplv) = § Aveaoa
(i,j,£)6|3

el \(i.)e1?

En comparant les deux expressions obtenues [§purida ) o p](v) = [(idy o A) o p](V), on obtient

PV = 5 A Ni®a
(i,jel?
pour tout? € I. On a ainsip(vy) € Wo® A pour tout? € |, doncp(Wo) C Wo Rk A.
Finalement, W= Wq + kv est un sous-espace vectoriel de V de dimension finie conteretriel
quep(W) C W @A, O

Démonstration du théoréme de Chevalley (i) Soit A 'anneau des coordonnées de G. Par hypo-
thése, A est unk-algébre de type fini, donc engendrée par un nombre fini déhdsty, . ..ty en tant
guek-algébre (c’est-a-dire que tout élément de A s'écrit sodisrtae d’'un polynéme enlds, ...ty

a coefficients dank).

En vertu du lemme précédety,.. .ty sont contenus dans un sous-comodule V de A de dimension
finie. La représentation réguliére-G GL, induit une représentation linéaipe: G — GLy et il nous
reste a vérifier quep induit un isomorphisme de G sur un sous-groupe de Glest-a-dire que
I'homomorphismep* : &(GLy) — €(G) = A est surjectif.

Fixons une basgey, ..., e,) duk-espace vectoriel V et utilisons-la pour identifier les gresialgé-
briques Gly et GL,. Considérons la matricg;j) € Mn(A) définie par les identités

e) = Qa

p(ej) 1<|z<na aj
(1<i < n);vulacorrespondance entpeet p décrite en 3.1.4, I'applicatiok-linéairep : V — V @A
est induite par I'automorphisme ded A provenant de I'élément lde GA). Il en découle que
(aj) est la matrice de cet automorphisme dans la fese 1,...,6,® 1) de V®kA, ce qui revient
a dire que(a;j) est 'image de I'élément idde G(A) par I'homomorphismepa : G(A) — GLy(A).
De maniére équivalente;; est I'image de la coordonnéejX ¢'(GL,) par 'lhomomorphismep* :
0(GL,) — €(G) = A. Par suite, I'image d@* contient la sous-algébre A de A engendrée par les
éléementsy; (1<i,j <n).
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Nous allons conclure en vérifiant que Aontient les générateuts ...ty de A, donc est égale a
A. Il suffit de s’assurer que fcontient le sous-espace vectoriel V. Par définition de lactire de
bigébre, le diagramme

A—A>A®kA

\ |ea

koA
est commutatif ; on a par conséquent
e = [(e'®ida)oAl(e))

= (e*®idA)< a@au)
1<i<n
= ) €(@)a;.

1<i<n
Ces identités mettent en évidence le fait que la lpa3ele V est contenue dangAdonc VC Ag. On
a ainsi A= A et 'lhomomorphismep* est surjectif.

(ii) Soit J I'idéal de A définissant le sous-groupe H de G — c’est-a-diradyau de I'homomor-
phisme(G) — ¢(H). Lanneau A étant un&-algébre de type fini, il est noethérien et I'idéal
est donc engendré par un nombre fini d’éléments. En appligademme précédent, il existe par
conséquent un sous-comodule V de A de dimension finie camtemaensemble de générateurs de
la k-algébre A (comme en (i)) ainsi qu'un ensemble de génémtigur. ., f, de I'idéal 3. Comme on
vient de I'établir, la représentation linéaijpe G — GLy induite par la représentation réguliere de G
fournit un isomorphisme de G sur un sous-groupe dg .GL

Posons W=V N7J; ce sous-espace vectoriel de V contient par constructisngénérateurs
f1,..., f, deJ. Etant donnés unk-algébre R et un élémesidu sous-groupe StabW)(R) de GR),
on dispose par hypothése pour toat{1,...,n} d’'une identité

Pr(s,fi) = 5 fj@A;

1<7xn

avecljj € R, d'ou

s(fi) = fi(s) = fi(ers) = pr(s fi)(er) = fi(er)Aij =0
1<J<n
car, lesfj appartenant a 'idédl, les fonctionsf; s’annulent identiquement sur le sous-groug&H
de G(R) et donc en particulier au poieg. On a ainsifi(s) = 0 pour touti € {1,...,n}, d’'ou f(s) =0
pour tout élément deJ puisquefy,..., f, engendrent cet idéal, et finalemerd H(R).

Réciproquement, quels que soidnt J ets € H(R), la fonction f(-s) s’annule identiquement sur
H(R') pour toute R-algébre’Ron a dongr(s, f) € 3@k R (lemme 3.3.2). Appliquant ceci avéa=
W =V N7, onendéduit quer(s, f) appartient iV @k R) N (T ®kR), donc &V NJT) @kR=W kR
en vertu du lemme ci-dessous. Ainsi Stalys(W).

Nous venons d'établir l'identité HR) = Stals(W)(R) pour toute k-algébre R, donc H=
Stals(W).

d

Lemme 3.3.3— SoitV un k-espace vectoriel et soiet, W’ deux sous-espaces vectoriels\déPour
toute k-algebreR, (W @xR) N (W' @k R) = (WNW') @k R.

Démonstration Posons l=WNW'. Partant d’'une base de L, nous pouvons la compléter en uee bas
de W+W’ en lui ajoutant une base d’'un supplémentaire de L dans Wletdiah supplémentaire de L
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dans W, puis compléter la famille libre obtenue en une b@skg de V. On dispose par construction
de deux sous-ensembles J'add | tels que les famillegg )icy, (€ )icy et (& )iciny Soient des bases de
W, W et L respectivement.

Ceci fait, un élément de ¥y R s’écrit de maniere unique sous la forig,  ® A; avech; € R.
S’il appartient a Wok R (resp. a Wy R), alorsA; = 0 pour touti € | —J (resp.A; = 0 pour tout
i €l—J)etdonc(WakR)N (W @kR) = (WNW)@R. O

(3.3.2) On peut préciser la seconde assertion du théoréme de Glyeeallimposant que le sous-
espace vectoriel W soit de dimension 1.

Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie On dispose pour tout nombre entier
d € {1,...,n} d’'une représentation linéaire naturelg de GL, dans lad-éme puissance exté-
rieure A%(V) de V : quelle que soient lg-algébre R et 'automorphisme R-linéaigede VxR,
Adr(Q) est 'automorphisme R-linéaire de' (V) @k R = AY(V @k R) qui envoie und-vecteur de la
formevi A ... Avg sur led-vecteurg(vi) A...AQ(Vg).

Si I'on fixe une baséey, ..., en)1<i<n de V surk, on obtient une base duespace vectoriehd(V)
en considérant tous lesvecteursey = €;(1) A ... A€y (q), OU$ parcourt 'ensemble des applications
strictement croissantes dé&,...,d} dans{1,...,n}. Lhomomorphisme\q r associe alors a un au-
tomorphisme R-linéairg de V&g R, de matrice M= (mj) dans la bas¢e © 1), 'automorphisme
R-linéaire de\¥(V @xR) dont la matrice\"M = (x4 ) dans la basée, ® 1) est définie par la condi-
tion suivante :

Xp.p = det(m¢(i)lP(i))1<i,j<d )
(C’est la matrice des déterminants mineurs d’omice la matrice M.)

Proposition 3.3.4— SoitW un sous-espace vectoriel ffede dimension d. Le sous-grouéalfW)
deGLy est le stabilisateur de la droita(W) de A% (V).

Démonstration Fixons une base de V, disofe, ..., €,), et considérons la base,) de AY(V) qui
lui correspond. Posores= (). En utilisant ces bases, nous sommes ramenés a démorgsertian
suivante : pour tout&-algebre R et toute matrice M GLy(R), les conditions

(a) la matrice M est de la form avec Ac GL4(R), BeMgn d(R)etDe GLy_¢(R);

0|D
(b) la matriceAYM est de la forme(%’%) avecac R*, Pe M14-1(R) et Qe GLy-1(R)

sont équivalentes.

Il est clair que (a) implique (b). Considérons réciproguemene matrice M= ( é |I;3) > avec
A € M¢(R), B Mgn-d(R), Ce Mp_qd(R) et De Mp_4(R), telle queNdM soit de la forme envi-
-1
sagée en (b). La matrice A est inversible cardet= a € R*. Si 'on pose N= ( A 0 >

0 In—d
alors

NM :( 'é A_DlB > AIN = ( a(;l g, ) et AY(NM) = (AIN)(AIM) = <%%)

avec P,P" € M14-1(R) et Q,Q" € GLy_1(R) ; nous pouvons par suite supposer=Ay. Sous cette
hypothése, le coefficient M d'indicé, j) aveci € {d+1,...,n} et j € {1,...,d} est, au signe
prés, égal au coefficient d&'M d'indice (¢, ¢o), ol ¢o est l'injection canonique dél,...,d} dans
{1,...,n} et est I'application d€{1,...,d} dans{1,...,n} définie par
14 Sil<]j
p(l)=< (+1 sij<i<d-1
i si/t=d
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On obtient ainsi G= 0. O

Corollaire 3.3.5— Soit G un groupe algébrique sur k et sdit un sous-groupe dé&. Il existe un
espace vectorieV de dimension finie et une représentation linégreG — GLy induisant un iso-
morphisme d& sur un sous-groupe d8Ly tels queH soit le stabilisateur d'une droite de.

Démonstration Considérons uk-espace vectoriel Vde dimension finie et une représentation li-
néairep’ : G — GLy- induisant un isomorphisme de G sur un sous-groupe dg @ls que H soit
le stabilisateur d’'un sous-espace vectoriéld&' V' (théoreme 3.1.1). D’apreés la proposition précé-
dente, H est le sous-groupe de G stabilisant la deﬁ(@N’) de/A(V’) dans la représentation linéaire
NP =Agop": G— Glpgyy).

Posons V= V'@ A%(V') et soit W la droiteA? (W) dans V. La représentation = p’ @ AYp de
G dans Gly induit un isomorphisme de G sur un sous-groupe d¢ €LH est le stabilisateur de la
droite W. O
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APPENDICE : NOTIONS D'ALGEBRE COMMUTATIVE ET DE GEOMETRIE
ALGEBRIQUE

On renvoie pour toutes les questions d'algébre commutatiMévre Intoduction to Commutative
Algebrade M.F. Atiyah et I.G. Macdonald.

1. Définitions générales

Tout anneau possede un élément unité, noté 1. Sauf menpoesse du contraire, tous les anneaux
considérés sortommutatifs

(1.1) Algébres— Si k est un anneau, urlealgebreest la donnée d’'un anneau A et d’'un homomor-

phisme d’anneauxk —— A. Un homomorphismele k-algébresf : (A,u) — (B,v) est un homo-
morphisme d’anneauk : A — B tel quef ou=v, c'est-a-dire tel que le diagramme

f

A————8B

N

soit commutatif. Formulation équivalente : les homomaspiesu et v permettent de faire de voir
A et B comme dek-modules, et un homomorphisme Balgebres est alors un homomorphisme
d’anneauxk-linéaire.

Lesk-algébres et leurs homomorphismes forment une sous-caétgpla catégorie des anneaux,
que I'on noteAlg, ouk—alg. En général, s{A,u) est unek-algébre, on omet de mentionner ’'homo-
morphismeu et on parle simplement de kaalgébre B.

Voici un exemple fondamental dealgébre : étant donné un ensemble | et une famille d’indéter
nées(Xj)ici, 'anneau de polyndmeg(X;)ic, | muni de ’lhomomorphisme canoniqéie— K[(X;)ig, |
(envoyantA € k sur le polyndme constant égala est unek-algebre. Cetté&-algébre vérifie la pro-
priété universelle suivante : pour tolalgebre A, I'application

HomA|gk(k[(Xi)ie|],A) — HomEns(I,A), f— f(Xi)
est une bijection. En d’autres termes : si I'on désigneypbapplication (I — K[(Xi)ial], i — Xi), le
couple(k[(Xi)iel], X) représente le foncteur
Alg, — Ens, A — Homgps(1,A).

(1.2) EIléments nilpotents, diviseurs de zéroSoit A un anneau. Un élémeatde A est ditnilpotent

s'il existe un entien > 1 tel quea” = 0. En vertu de la formule du binbme, les éléments nilpotents
constituent un idéal de A, appetdradical de A et noté)t(A). On dit que I'anneau A eséduit s'il

ne contient pas d’élément nilpotent non nul, c’est-a-dir8@ ) = {0}.

Un diviseur de zéralans A est un élémeatde A tel qu'il existeb € A — {0} vérifiantab= 0. On
dit que I'anneau A edntégres'il estnon nulet s'il ne posséde pas de diviseur de zéro. (On rappelle
que I'anneau nul est le singletd®}, muni de la structure d’anneau définie par0=0—0= 0 et
1=0.)

De maniére évidente, tout anneau intégre est réduit.

Un corpsest un anneau intégre dans lequel tout élément non nul essibie.

(1.3) Idéaux premiers, maximawx Soit A un anneau.

Un idéalp de A estpremiersi 'anneau quotient Ap est intégre. Cela revient manifestement a dire
quep est un idéapropre(i.e.p # A) tel que, pour toug,b € A, siabe p alorsac p oub € p.
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Un idéalm de A estmaximalsi 'anneau quotient Am est un corps. On vérifie facilement que ceci
équivaut a dire quen est un élément maximal de I'ensemble des idéaux propres deadxié par
inclusion. Noter que tout idéal maximal estortiori un idéal premier.

Le spectre premiede A est 'ensemble de ses idéaux premiers; on le note(8pete spectre
maximalde A est 'ensemble de ses idéaux maximaux ; on le note(8pm

En utilisant le lemme de Zorn, on démontre que tout idéalgrole A (c’est-a-dire distinct de A)
est contenu dans un idéal maximal de A. En appliquant cedil@al' (0), on en déduit que les trois
conditions suivantes sont équivalentes : (i) §pec= 2, (i) Spm(A) = @ et (i) A = {0}.

(1.4) Modules— Si A est un anneau, on note M@¥l) la catégorie des A-modules (les fleches sont
les applications A-linéaires).

Etant donné un ensemble |, on désigne p@rlfensemble des applications | — A qui s'annulent
sur le complémentaire d’un sous-ensemble fini de I. On mutitdune structure de A-module en
posant(c+¢)(i) = c(i) + /(i) et (ac)(i) = ac(i). Tout élément de Al) s'écrit d’une maniére et
d’une seule sous la forme= S c(i)e, ou g € A0 est défini parg(j) = a;j. Ceci montre que
A() est un A-moduldibre, de base la famillée )ic;. Ce A-module satisfait & la propriété universelle
suivante : pour tout A-module M et toute applicationl — M, il existe une unique application A-
linéaireu: A!) — M telle queu = (i(g ). En d’autres termes : le couple constitué du A-moduie A
et de I'application(l — A", i — &) représente le foncteur

Mod(A) — Ens, M — Homgps(I,M).

2. Produit tensoriel

Soitk un anneau.
(2.1) Produit tensoriel de deux modules Etant donnés deuxmodules M et N, leroduit tensoriel
M ®k N est unk-module muni d'une applicatiok-bilinéaireb : M x N — M ®¢ N qui vérifie la
propriété universelle suivante : pour tddinodule P et toute applicatidabilinéaire® : M x N — P,
il existe une unigue applicatidilinéaire¢ : M ®xN — P telle qued = ¢ ob. En d’autres termes : le
couple(M @k N, b) représente le foncteur

Mod (k) — Ens, P— Bil (M x N,P).

L'existence duk-module M®k N se prouve en le construisant : on considér&-taodule libre
kIM=N) que I'on quotiente par le sodsmodule R engendré par les éléments

A€mn) — €amn)s A€mn) — €man)s Emem.n) — Emn) — €m.n)s Emntn) — Emn) — Emm)

et on définit une application: M x N — M @ N = kM*N) /R en associant au couplen,n) la classe
de emn), noteeme n. Il est tres facile de vérifier que le coupl @k N, b) ainsi obtenu satisfait a
toutes les conditions désirées.

(2.2) Extension des scalaires- Soit f : k — k' un homomorphisme d’anneaux. On vilicomme un
k-module en faisant agk surk’ viaa.b = f(a)b.

Etant donné uk-module M, on vérifie aisément qu'il existe une unique sticedek’-module sur
K @xM telle quep(p’ @ m) = (up’) @ mpour tousy, 1’ € k', me M. Le k'-modulek’ @ M satisfait
a la propriété universelle suivante : pour t&lstmodule P et toute applicatidalinéaireu: M — P, il
existe une unique applicatidd+linéaireu k'@ — P telle queu(m) = G(1® m) pour toutm € M.

D’autre part, si M, N sont deuk-modules eu: M — N est une applicatiok-linéaire, on vérifie
qu’il existe une unique applicatidalinéaireuy = k' @y u: k' @M — K @ N telle queuy (1 @ m) =
H @ u(m) pour tousy € k', me M. On définit ainsi un foncteur

K ®k-: Mod(k) — Mod(k),
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appeléextension des scalaires

(2.3)Produit tensoriel d’algébres— Soient(A, u) et(B, v) deuxk-algebres ; on voit A et Bcomme des
k-modules viau et v respectivement. On vérifie aisément qu'il existe une unifugcture d’anneau
sur ARy B telle que(a®@b)(a @ /) = (ad) @ (bb) pour tousa,a € A, b,b’ € B. Quel que soit
Aekonaud)®1l=1®Vv(A) =A(1®1) et on fait de cet anneau utkealgébre en considérant
I'hnomomorphismen: k — A @B, A —wW(A) =u(A)@1=1xV(A).

Désignons respectivement par et ig les application§A — A®B,a— a® 1) et (B — A ®k
B,b+— 1®b); ce sont manifestement des homomorphismedsagébres. On vérifie facilement que,
pour toutek-algébre R et tous homomorphismeskdalgébresfa : A — R, fg : B — R, il existe un
unique homomorphisme dealgébresf : A @B — R tel quefa = foia et fg = f oig. En d’autres
termes : le triplet (Axx B,ia,ig) représente le foncteur

Alg, — Ens, R— Homyyg, (A, R) x Hompg, (B, R).

Plus généralement, étant données tkeagebres A, B et C ainsi que des homomorphismes de

k-algébres
us

—=B,

Uc

O<—>

la k-algébre Bz C représente le foncteur
Alg, — Ens, R— {(fg, fc) € Homayg, (B,R) x Homayg, (C,R) | fgoug = fcouc}.

Autrement dit : pour tout&-algébre R, se donner un homomorphisinge Boa C dans R équivaut
a se donner des homomorphisnfgs B — R et fc : C — R tels que le diagramme en traits pleins

soit commutatif.

(2.4) Exercices Les exercices suivants présentent des propriétés inmpestdu produit tensoriel que
I'on établiera en raisonnant en termes de représentatiéondeeurs.

1. Déterminer les couples d’entiers natur@lam) tels que leZ-moduleZ /nZ @y Z/mZ soit nul.

2. Etant donnés un anneau A, un id&atle A et un A-module M, démontrer que le/B-module
A/J ®a M est canoniqguement isomorphe ayAmodule M/JM.

3. Soit A— B un homomaorphisme d’anneaux et soit | un ensemble. Démoniie les B-modules
BoaAl) et BY sont canoniquement isomorphes et expliciter cet isomsnpéi

4. Soitk — k' un homomorphisme d’anneaux. Etant donnés un ensemble Iseindéterminées
(Xi)iel, démontrer que lels-algébrek’ @y k[(Xi)ie1] etk [(X)ic] sont canoniquement isomorphes.
5. Soitk un anneau. Etant donnés deux ensembles | et J ainsi que dasrinthées(X;)ic et
(Yj)jes, démontrer que l&-algebrek[(Xi)ici] ®kK[(Y)jec] est canoniquement isomorphe akia
aIgébrek[(Zg)g@UJ], ouzZ =X,®lsifecletZ,)=1xY,sifed.

6. Soientk un anneau et A, B deuk-algébres. Etant donnés des idédurt J de A et B respec-

tivement, démontrer que kalgébreAJ @y B /J est canoniquement isomorphe au quotient de la
k-algébre AxyB par l'idéal engendré par@y B + A @k J.
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