
Cours de M2Groupes algébriques linéaires(1)

1. LANGAGE FONCTORIEL

Les notions decatégorieset defoncteursont été dégagées par Saunders MAC LANE et Samuel
EILENBERG vers 1945 dans le cadre de la topologie algébrique. Leur intérêt vient en particulier du
fait qu’elles permettent

– de travailler avec des objets mathématiquesà isomorphisme près(la relation d’égalité est souvent
non pertinente car trop rigide) ;

– de formuler de manière efficace la notion depropriété universelle;
– de penser en termes dediagrammes;
– de formuler « géométriquement » la théorie naïve des ensembles.

1.1. Catégories et foncteurs

(1.1.1)UnecatégorieC est la donnée

– d’un ensemble Ob(C) d’objets;
– pour tous objets X et Y de C, d’un ensemble HomC(X,Y) de flèches(ou morphismes), notées

X
f // Y ou f : X → Y ;

– pour tous objets X,Y et Z de C, d’unecomposition

HomC(X,Y)×HomC(Y,Z) → HomC(X,Z), ( f ,g) 7→ g◦ f ,

de telle sorte que les axiomes suivants soient vérifiés

(Ass) la composition des flèches estassociative: pour toutes flèchesX
f // Y , Y

g // Z et

Z
h // T dans C,h◦ (g◦ f ) = (h◦g)◦ f ;

(Id) pour tout objet X de C, il existe une flèche 1X ∈ HomC(X,X) telle que, pour toutes flèches

X
f // Y et Y

g // X , f ◦1X = f et 1Y ◦g = g.

Remarque— Il découle immédiatement de l’axiome (Id) que, pour tout objet X de C, la flèche 1X est
unique.

Étant donnée une catégorie C, une flècheX
f // Y est unisomorphismes’il existe une flèche

Y
g // X telle queg◦ f = 1X et f ◦g = 1Y . Si elle existe, la flècheg est unique et on la notef−1 ;

c’est l’inversede f .

Exemples— 1. Mentionnons tout d’abord les catégories naturellementassociées à des structures
mathématiques.

(i) La catégorieEnsdes ensembles : les objets sont les ensembles, les flèches sont les applications,
la composition est la composition usuelle et, pour tout objet X, 1X est l’application identique.
Les isomorphismes sont les bijections.

(ii) La catégorieGr des groupes : les objets sont les groupes, les flèches sont leshomomorphismes
de groupes, la composition est la composition usuelle et, pour tout objet X, 1X est l’homomor-
phisme identité. Les isomorphismes sont les homomorphismes bijectifs.

(iii) La catégorieAb des groupes abéliens : les objets sont les groupes abéliens,les flèches sont
les homomorphismes de groupes, la composition est la composition usuelle et, pour tout objet
X, 1X est l’homomorphisme identité. Les isomorphismes sont les homomorphismes bijectifs.

(1)Version du 22 octobre 2008
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(iv) La catégorieAnn des anneaux commutatifs : les objets sont les anneaux commutatifs, les
flèches sont les homomorphismes d’anneaux, la composition est la composition usuelle et, pour
tout objet X, 1X est l’homomorphisme identité. Les isomorphismes sont les homomorphismes
bijectifs.

(v) La catégorieTop des espaces topologiques : les objets sont les espaces topologiques, les flèches
sont les applications continues, la composition est la composition usuelle et, pour tout objet X,
1X est l’application identité. Les isomorphismes sont les homéomorphismes.

(vi) Si k est un corps,Vect(k) est la catégorie desk-espaces vectoriels : les objets sont lesk-espaces
vectoriels, les flèches sont les applications linéaires, lacomposition est la composition usuelle et,
pour tout objet X, 1X est l’application identité. Les isomorphismes sont les applications linéaires
bijectives.

2. On peut d’autre part attacher une catégorie C à tout ensemble partiellement ordonné(E,6) :
– les objets sont les éléments de E ;
– étant donnés des élémentsx et y de E,

HomC(x,y) =

{
l’ensemble 1 à un élément six 6 y
∅ sinon.

Il existe une seule manière de définir la composition, qui estautomatiquement associative. Enfin,
pour toutx∈ E, 1x est l’unique élément de l’ensemble HomC(x,x).

3. Voici un exemple plus exotique. Étant donné un corpsk, on désigne par∆k la catégorie suivante :
– les objets sont les nombres entiers naturels 0,1, . . . ;
– étant donnés des nombres entiersn et m, Hom∆k(n,m) est l’ensemble Mm,n(k) des matrices àm

lignes etn colonnes à coefficients dansk ;
– pour tous entiersm,n et p, la composition Mn,m(k)×Mp,n(k)→Mp,m(k) est le produit matriciel ;
– pour tout entiern, 1n est la matrice identité In.

Les isomorphismes sont les matrices inversibles.

4. Mentionnons enfin que l’on peut associer à toute catégorieC sa catégorieopposéeCop : les objets
de Cop sont les objets de C et, pour tous objets X,Y de C,

HomCop(X,Y) = HomC(Y,X).

Si l’on conçoit C comme un graphe, Cop est le graphe obtenu en reversant le sens des flèches.

(1.1.2)Si C et C′ sont deux catégories, unfoncteurF : C→ C′ est la donnée :

– pour tout objet X de C, d’un objet F(X) de C′ ;

– pour toute flècheX
f // Y dans C, d’une flèche F(X)

F( f ) // F(Y) dans C′,

de telle sorte que les axiomes suivants soient vérifiés :

(Ass’) pour toutes flèchesX
f // Y et Y

g // Z dans C, F(g◦ f ) = F(g)◦F( f ) ;

(Id’) pour tout objet X de C, F(1X) = 1F(X).

Le composéG◦F de deux foncteurs F : C→ C′ et G : C′ → C′′ est défini de manière évidente :
(G◦F)(X) = G(F(X)) et (G◦F)( f ) = G(F( f )).

Remarque— Les foncteurs que l’on vient de définir sont souvent ditscovariants. En remplaçant dans
la définition précédente l’axiome (Ass’) par la variante F(g◦ f ) = F( f )◦F(g), on obtient la notion de
foncteurcontravariant; de manière équivalente, il s’agit d’un foncteur Cop → C′ ou C→ C′op.

Exemples— 1. Pour toute catégorie C, on dispose d’un foncteur 1C défini par 1C(X) = X et 1C( f ) =
f .
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2. On dispose d’un foncteur d’oubli de structureGr → Ensassociant à tout groupe l’ensemble sous-
jacent et à tout homomorphisme de groupe l’application correspondante. De même :Ann → Ab,
Top → Ens, etc.

3. Soit k un corps. On définit un foncteur dedualité D : Vect(k) → Vect(k)op en associant à unk-
espace vectoriel V (resp. à une applicationk-linéaireu) l’espace vectoriel dual D(V) = Homk(V,k)
(resp. l’application contragrédienteu∨ définie paru∨(ϕ) = ϕ ◦u).

4. Désignant toujours park un corps, on définit un foncteur L :∆k → Vect(k) en associant à tout
entiern le k-espace vectoriel L(n) = kn et à toute matrice M∈ Hom∆k(n,m) = Mm,n(k) l’application
k-linéaire correspondante dekn danskm.

5. Désignons parπ0(X) l’ensemble des composantes connexes d’un espace topologique X. Chaque
application continuef : X → Y envoyant une composante connexe de X sur une partie connexede
Y, il existe une unique applicationπ0( f ) : π0(X) → π0(Y) telle que f (Z) ⊂ π0( f )(Z) pour toute
composante connexe Z de X. On obtient ainsi un foncteur « composantes connexes »π0 : Top→ Ens.

6. De façon très générale, latopologie algébriqueest l’étude de certains foncteurs Top→ C, où C est
une catégorie de structures algébriques :Ab, Gr , Vect(k), etc.

Dans ce cours, nous nous intéresserons essentiellement auxfoncteursAnn → Gr .

(1.1.3)Si F,G : C→D sont deux foncteurs, unmorphisme(ou unetransformation naturellede F dans
G) est la donnée, pour tout objet X de C, d’un morphismeϕX : F(X) → G(X) dans D, de telle sorte

que la condition suivante soit vérifiée : pour toute flècheX
f // Y dans C, le diagramme

F(X)
ϕX //

F( f )
��

G(X)

G( f )
��

F(Y) ϕY
// G(Y)

est commutatif, i.e.ϕY ◦F( f ) = G( f )◦ϕX .

Exemples— 1. On dispose pour tout foncteur F : C→ D d’un morphismeidentité 1F de F dans
lui-même : quel que soit l’objet X de C,(1F)X = 1F(X).

2. Par la suite, nous rencontrerons à maintes reprises des morphismes de foncteurs qui seront fabriqués
sur le modèle suivant. Soitn > 1 un entier. Tout homomorphisme d’anneaux commutatifsf : A → B
donne naturellement naissance à un homomorphisme de monoïdes (multiplicatifs) Mn( f ) : Mn(A)→
Mn(B) associant à une matrice(xi j ) la matrice Mn( f )(xi j ) = ( f (xi j )) ; on définit ainsi un foncteur
Mn de la catégorie des anneaux commutatifs dans la catégorieMon des monoïdes. Le déterminant
d’une matrice s’exprimant polynomialement en ses coefficients, det(Mn( f )(M)) = f (det(M)) pour
toute matrice M∈ Mn(A) et donc le déterminant fournit un morphisme de foncteurs det: Mn → M1.

Les morphismes de foncteurs se composent de manière évidente. Un morphisme de foncteursϕ :
F→ G est unisomorphismes’il vérifie les conditions équivalentes suivantes :

(i) il existe un morphisme de foncteursψ : G→ F tel queψ ◦ϕ = 1F et ϕ ◦ψ = 1G ;
(ii) pour tout objet X de C,ϕX est un isomorphisme.

(1.1.4)Étant donnée une catégorie arbitraireC, nous allons comparer les foncteurs de C dansGr et
les foncteurs de C dansEns.

Le produit F×G de deux foncteurs F,G : C→ Ensest le foncteur de C dansEnsdéfini de manière
évidente par

(F×G)(X) = F(X)×G(X) et (F×G)( f ) = (F( f ),G( f ))

pour tout objet X et toute flèchef dans C.
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On désigne d’autre part par 1 le foncteur C→ Ens tel que 1(X) soit l’ensemble 1 réduit à un
élément pour tout objet X de C et 1( f ) soit l’unique application de 1 dans 1 pour toute flèchef dans
C. Pour tout foncteur G : C→ Ens,

– il existe un unique morphisme de foncteurs G→ 1 ;
– la projection sur le premier (resp. second) facteur est un isomorphisme entre les foncteurs G×1

(resp. 1×G) et G.

Proposition 1.1.1— SoitC une catégorie. Il revient au même de se donner
(i) un foncteurG : C→ Gr ;
(ii) un foncteurG̃ : C→ Enset des morphismes de foncteurs

m : G̃× G̃→ G̃, e : 1→ G̃, inv : G̃→ G̃

vérifiant les axiomes suivants :

(Ass) le diagramme

(G̃× G̃)× G̃
m×1G̃ // G̃× G̃

m

!!C
CC

CC
CC

CC

G̃

G̃× (G̃× G̃)
1G̃×m

// G̃× G̃

m

=={{{{{{{{{

est commutatif

(Uni) les diagrammes

1× G̃
e×1G̃ //

∼=
##H

HH
HH

HH
HH

H
G̃× G̃

m
��

G̃

et G̃×1
1G̃×e

//

∼=
##H

HH
HH

HH
HH

H
G̃× G̃

m
��

G̃

sont commutatifs

(Inv) le diagramme

G̃
(1G̃,inv)

//

��

G̃× G̃

m
��

1 e
// G̃

est commutatif.

Démonstration. Cette proposition est complètement triviale compte-tenudu fait qu’un groupe G
(resp. un homomorphisme de groupesf : G → H) est précisément la donnée d’un ensembleG̃ et
d’applicationsm : G̃× G̃ → G̃, e : 1 → G̃ et inv :G̃ → G̃ de telle sorte quem définisse une loi in-
terne associative d’élément neutre l’image deeet pour laquelle inv associe à chaque élément deG̃ un
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inverse. Ces axiomes usuels sont équivalents à la commutativité des quatre diagrammes

(G̃× G̃)× G̃
m×1G̃ // G̃× G̃

m

!!C
CC

CC
CC

CC

G̃

G̃× (G̃× G̃)
1G̃×m

// G̃× G̃

m

=={{{{{{{{{

G̃
(1G̃,inv)

//

��

G̃× G̃

m
��

1 e
// G̃

,

1× G̃
e×1G̃ //

∼=
##H

HH
HH

HH
HH

H
G̃× G̃

m
��

G̃

G̃×1
1G̃×e

//

∼=
##H

HH
HH

HH
HH

H
G̃× G̃

m
��

G̃

dans la catégorieEns (resp. d’une applicatioñf deG̃ dansH̃ telle que les trois diagrammes

G̃× G̃
m //

f̃× f̃
��

G̃

f̃
��

H̃× H̃
m′

// H̃

1
e //

e′ ��<
<<

<<
<<

< G̃

f̃
��

H̃

G̃
inv //

f̃
��

G̃

f̃
��

H̃ inv′
// H̃

dansEns soient commutatifs, oùm′, e′ et inv′ désignent respectivement la multiplication, l’élément
neutre et l’inversion du groupe H).

Ayant remarqué cela, on établit sans difficulté les assertions suivantes.
– Partant d’un foncteur G de C dansGr , on définitG̃ comme le foncteur de C dansEns obtenu

en composant G par le foncteur d’oubliGr → Ens; en clair, pour tout objet X et toute flèchef
dans C,̃G(X) est l’ensemble sous-jacent au groupe G(X) et G̃( f ) est l’application sous-jacente
à l’homomorphisme de groupes̃G( f ). Pour tout objet X de C, la multiplication (resp. l’élément
neutre ; resp. l’inversion) du groupe G(X) définit une applicationmX : G̃(X)× G̃(X) → G̃(X)

(resp.eX : 1(X) → G̃(X) ; resp. invX : G̃(X) → G̃(X)). Lorsque X varie, ces applications consti-
tuent des morphismes de foncteurs satisfaisant aux axiomes(Ass), (Uni) et (Inv).

– Partant réciproquement d’un foncteurG̃ de C dansEns et de morphismes de foncteursm, e et
inv satisfaisant aux axiomes (Ass), (Uni) et (Inv), le quadruplet G(X) = (G̃(X),mX ,eX , invX) est
un groupe pour tout objet X de C et l’applicatioñG( f ) définit un homomorphisme de groupes
G( f ) pour toute flèchef dans C. Les correspondances X7→ G(X) et f 7→ G( f ) définissent un
foncteur de C dansGr .

2

Si G et H sont deux foncteurs de C dansGr correspondant à des foncteursG̃ et H̃ de C dansEns
équipés de morphismes de foncteurs(mG,eG, invG) et (mH,eH, invH) qui satisfaisont aux axiomes
(Ass), (Uni) et (Inv), il revient au même de se donner

(i) un morphisme de foncteursϕ : G→ H ;
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(ii) un morphisme de foncteurs̃ϕ : G̃→ H̃ tel que les trois diagrammes

G̃× G̃
mG //

ϕ̃×ϕ̃
��

G̃

ϕ̃
��

H̃× H̃ mH
// H̃

1
eG //

eH ��<
<<

<<
<<

< G̃

ϕ̃
��

H̃

G̃
invG //

ϕ̃
��

G̃

ϕ̃
��

H̃ invH

// H̃

soient commutatifs.

En guise d’exercice, on démontrera que le troisième diagramme est automatiquement commutatif
si les deux premiers le sont.

Terminologie— Étant donnée une catégorie C, on parlera defoncteur en ensembles(resp.en groupes)
sur C pour désigner un foncteur de C dansEns (resp. dansGr ). Étant donné un foncteur en groupes
G sur C, le foncteur en ensemblesassociéà G sera simplement le foncteurG̃ obtenu en composant
G par le foncteur oubliGr → Ens. Si cela ne prête pas à confusion, on emploiera la même notation
pour un foncteur en groupes et le foncteur en ensembles associé.

1.2. Foncteurs représentables

(1.2.1)À tout objet X d’une catégorie C est associé un foncteur hX : C→ Ens :

– pour tout objet Y de C, hX(Y) est l’ensemble HomC(X,Y) des flèches issues de X dans C ;

– pour toute flècheY
f // Z de C, hX( f ) est l’application hX(Y) → hX(Z), g 7→ f ◦g.

On a clairement hu◦v = hv ◦hu pour toutes flèches composablesu et v dans C. Enfin, pour tout objet
X de C, h1X est la transformation identique du foncteur hX .

À toute flèche X
u // X′ dans C correspond un morphisme de foncteurs hu : hX′ → hX : pour

tout objet Y de C, hu est l’application

hX′(Y) → hX , f 7→ f ◦u.

Le théorème suivant est fondamental.

Théorème 1.2.1(Lemme de Yoneda) — Soit X un objet deC et soit F un foncteurC → Ens. La
correspondance {

morphismes de foncteurs
ϕ : hX → F

}
−→ F(X), ϕ 7→ ϕX(1X)

est une bijection.

Démonstration. Soit ϕ : hX → F un morphisme de foncteurs. Pour tout objet Y de C et toute flèche
f ∈ hX(Y), on dispose d’un diagramme commutatif

hX(X)
ϕX //

hX( f )
��

F(X)

F( f )
��

hX(Y) ϕY

// F(Y)

Commef est l’image de 1X par l’application hX( f ), l’identité

ϕY( f ) = (ϕY ◦hX( f ))(1X)

= (F( f )◦ϕX)(1X)

= F( f )(ϕX(1X))
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s’en déduit immédiatement et on constate que la transformation naturelleϕ est entièrement détermi-
née par la connaissance de l’élémentϕX(1X) de F(X).

Supposons réciproquement que l’on dispose d’un élémentα de F(X). Pour tout objet Y de C, on
désigne parϕY l’application de hX(Y) = HomC(X,Y) dans F(Y) définie parϕY( f ) = F( f )(α). Pour
établir que la collection de ces applications définit une transformation naturelle entre les foncteurs hX

et F, il faut vérifier que, pour toute flècheY
g // Z dans C, le diagramme

hX(Y)
ϕY //

hX(g)
��

F(Y)

F(g)
��

hX(Z) ϕZ

// F(Z)

est commutatif. C’est immédiat : quelle que soit la flècheu∈ hX(Y),

(ϕZ ◦hX(g))(h) = ϕZ(g◦h)

= F(g◦h)(α)

= (F(g)◦F(h))(α)

= F(g)(F(h)(α))

= F(g)(ϕY(h)).

2

On dit qu’un foncteur F : C→Ensestreprésentables’il existe un objet X de C et un isomorphisme

de foncteursϕ : hX
∼ // F , auquel cas le couple(X,ϕ) est unreprésentantde F. D’après le lemme

de Yoneda, le morphisme de foncteursϕ correspond à un élémentα de F(X) uniquement déterminé
et on dit également que le couple(X,α) est un représentant de F.

Corollaire 1.2.2— Pour tous objetsX et Y d’une catégorieC, la correspondance

HomC(Y,X) −→

{
morphismes de foncteurs

ϕ : hX → hY

}
, u 7→ hu

est une bijection préservant les isomorphismes. La bijection réciproque fait correspondre à un mor-
phisme de foncteursϕ la flècheϕX(1X).

Démonstration— En vertu du lemme de Yoneda, la correspondanceϕ 7→ϕX(1X) établit une bijection
entre l’ensemble des morphismes de foncteursϕ : hX → hY et l’ensemble hY(X) = HomC(Y,X) des

flèches Y
u // X dans C. Les arguments donnés au cours de la démonstration précédente montrent

que la correspondance réciproque associe à une flècheu∈ hY(X) le morphisme de foncteursϕ : hX →
hY défini par la condition suivante : pour tout objet Z de C,ϕZ est l’application

hX(Z) → hY(Z), f 7→ f ◦u,

c’est-à-direϕ = hu.

Il reste à vérifier qu’une flècheY
u // X dans C est un isomorphisme si et seulement si hu est

un isomorphisme de foncteurs.
– Siu est un isomorphisme, alors hu◦hu−1 = hu−1◦u = h1Y = 1hY et hu−1 ◦hu = hu◦u−1 = h1X = 1hX ,

donc hu est un isomorphisme de foncteurs.

– Si réciproquement hu est un isomorphisme de foncteurs, l’isomorphisme inverseh−1
u : hY

∼ // hX

est de la forme hv pour une certaine flèchev∈ HomC(X,Y) et alors

hu◦v = hv◦hu = h1X , hv◦u = hu ◦hv = h1Y ,

doncu◦v = 1X , v◦u = 1Y et u est un isomorphisme.
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2

Corollaire 1.2.3— SoitF : C→ Ensun foncteur représentable. Si(X,ϕ) et (X′,ϕ ′) sont deux repré-

sentants deF, il existe un unique isomorphismeu : X′ ∼ // X tel que le diagramme

hX

hu   B
BB

BB
BB

B

ϕ // F

hX′

ϕ ′

OO

soit commutatif.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le corollaire précédent à l’isomorphisme de foncteursϕ ′−1 ◦ϕ .
2

Ainsi, si un foncteur F : C→ Ensest représentable, tout représentant(X,ϕX) de F estuniqueà un
isomorphismeuniqueprès.

Remarques et exemples— Les considérations précédentes ont de multiples implications ; explicitons-
en quelques une.

1. La notion de foncteur représentable peut se comprendre entermes deproblème universel. Étant
donné un foncteur F d’une catégorie C dans la catégorie des ensembles, on se demande s’il existe un
objet X de C et un élémentα de F(X) tels que le couple(X,α) soit universel, c’est-à-dire satisfasse
à la condition suivante : pour tout couple(Y,β ) constitué d’un objet Y de C et d’un élémentβ de
F(Y), il existe une unique flèchef : X → Y dans C telle queβ = F( f )(α). Dire que le foncteur F est
représentable, c’est exactement dire que ce problème admetune solution ; dire qu’un couple(X,α)
représente le foncteur F, c’est exactement dire qu’il est une solution du problème considéré. Enfin, le
corollaire 1.2.3 affirme que, si(X,α) et(X′,α ′) sont deux solutions de ce problème, alors il existe un

isomorphismef : X
∼ // X′ uniquement déterminé tel queα ′ = F( f )(α).

Sous la forme que l’on vient de lui donner, la notion de foncteur représentable est familière.

(i) Prenons pour C la catégorie des ensembles. Si E est un ensemble muni d’une relation d’équiva-
lence∼, on peut considérer le foncteur F deEnsdansEnsqui associe à tout ensemble E′ l’ensemble
des applicationsf : E→E′ telles quef (x) = f (y) si x∼ y. Ce foncteur est repésentable par l’ensemble
quotient E/∼ et la projection canoniquep de E dans E′ ; c’est la « propriété universelle du quotient ».

(ii) Prenons pour C la catégorieMod(A) des modules (à gauche) sur un anneau A. Étant donnés
un A-module M et un sous-module N, le foncteur F deMod(A) dans la catégorie des ensembles,
qui à un A-module P associe l’ensemble des applications A-linéairesu : M → P s’annulant sur N, est
représentable par le A-module quotient M/N et la projection canonique de M sur M/N.

(iii) Prenons pour C la catégorieTop des espaces topologiques. Le foncteur « composantes
connexes »π0 : Top → Ens n’est certainementpas représentable. En effet, s’il existait un espace
topologique X et une composante connexe C∈ π0(X) de X tels que l’application

HomTop(X,Y) → π0(Y), f 7→ f (C)

soit une bijection pour tout espace topologique Y, il existerait alors en particulier une unique ap-
plication continue de X dansR puisqueR est connexe, ce qui impliquerait X= ∅ (si X 6= ∅, les
fonctions réelles constantes fournissent une infinité d’applications continues de X dansR). Comme
l’ensemble HomTop(∅,Y) est réduit à un élément pour tout espace topologique Y, on en déduirait
alors queπ0(Y) esttoujoursun singleton, ce qui est absurde !

(iv) Poursuivons l’étude de l’exemple précédent. Étant donnés deux espaces topologiques X et
Y, on désigne par[X,Y] l’ensemble desclasses d’homotopied’applications continues de X dans Y,
c’est-à-dire le quotient de HomTop(X,Y) par la relation d’équivalence «f ∼ g si et seulement sif
et g sont homotopes ». On vérifie sans difficulté que la composition est compatible à cette relation
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d’équivalence, ce qui permet de définir la catégorieHot desespaces topologiques à homotopie près:
les objets sont les espaces topologiques, les flèches sont les classes d’homotopie d’applications conti-
nues et la composition est induite par la composition usuelle. Le foncteur « composantes connexes
par arcs »π ′

0 : Top → Ens n’est pas représentable (même argument que pourπ0) mais le foncteur
π ′

0 : Hot → Ens qu’il induit l’est, car les composantes connexes par arcs deY sont naturellement en
bijection avec les classes d’homotopie d’applications continues du singleton 1 dans Y :

[1,Y] ∼= π ′
0(Y).

2. Interpréter une construction usuelle en termes de représentation d’un foncteur permet de la trans-
férer dans un autre contexte. Un exemple standard est lasomme(ou union disjointe) des ensembles.
Étant donnés deux ensembles X et Y, la somme X⊔Y de X et Y possède la propriété universelle
suivante : il revient au même de se donner une applicationf de X⊔Y dans un ensemble Z ou de se
donner des applicationsfX et fY de X et Y dans Z respectivement,fX (resp. fY) étant la restriction
de f au sous-ensemble X (resp. Y) de X⊔Y. En d’autres termes, le triplet(X⊔Y, iX, iY) constitué de
l’ensemble X⊔Y et des inclusions canoniques de X et Y dans X⊔Y représente le foncteur

Ens→ Ens, Z 7→ HomEns(X,Z)×HomEns(X,Z).

Quels que soient alors la catégorie C et les objets X et Y de C, cela fait sens de se demander si le

foncteur
C→ Ens, Z 7→ HomC(X,Z)×HomC(Y,Z)

est représentable ; si oui, on désigne par X⊔Y un objet le représentant et on dit que X⊔Y est le
coproduitde X et Y. La réponse est toujours positive dansTop : le coproduit de deux espaces topo-

logiques X et Y est la somme des ensembles sous-jacents muni de la topologique la plus fine rendant
continues les injections canoniques X, Y →֒ X ⊔Y. La réponse est également positive dansAb : le
coproduit de deux groupes abéliens X et Y n’est autre que leursomme directe X⊕Y, et on voit déjà
sur cet exemple élémentaire que l’ensemble sous-jacent au coproduit de deux groupes abéliens n’est
pas le coproduit des ensembles sous-jacents, ce qui montre l’intérêt de la reformulation en termes
fonctoriels. On dispose également d’un coproduit dans la catégorieGr des groupes (c’est leproduit
libre) et dans la catégorie des anneaux commutatifs (c’est leproduit tensoriel, cf. appendice). Il faut
toutefois se garder de croire que l’existence d’un coproduit est toujours assurée : par exemple, dans
la catégorieC associée à un ensemble partiellement ordonné(E,6) (1.1.1, exemple 2), l’existence du
coproduit de deux objetsx et y équivaut à celle de la borne inférieure dex ety dans E.

On peut aborder de même l’étude duproduit cartésienX×Y de deux ensembles X et Y, représen-
tant le foncteur

Ensop → Ens, Z 7→ HomEns(X,Z)×HomEns(Y,Z),

et essayer de l’étendre à d’autres catégories (exercice !).

3. En vertu du corollaire 1.2.2, on ne perd aucune information en remplaçant un objet X d’une
catégorie C par le foncteur hC. Contrairement aux apparence, ce point de vue s’avère parfois sim-
plificateur en ce qu’il permet de construire une flècheu : X // Y dans une catégorie Ca priori
compliquée en définissant seulement des applications naturelles entre les ensembles variables hY(·)
et hX(·). On en verra un exemple explicite dans ce cours (où C sera la catégorie desbigèbresde type
fini sur un corpsk, cf. 1.4).
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2. GROUPES ALGÉBRIQUES AFFINES

2.1. Définition et exemples

On fixe dans tout ce paragraphe un corpsk et on désigne parAlgk la catégorie desk-algèbres (cf.
appendice, 1.1).

(2.1.1)Commençons par introduire les principaux objets que nous considérerons dans ce cours.

Définition 2.1.1— Soit k un corps.
(i) Un groupe algébrique affine surk est un foncteur en groupesG : Algk → Gr tel que le foncteur

en ensembles associéAlgk → Enssoit représentable par une k-algèbre de type fini.
(ii) Si G et H sont deux groupes algébriques affines sur k, unhomomorphismef : G→ H est un

morphisme de foncteurs en groupes.

Les groupes algébriques affines surk et leurs homomorphismes constituent les objets et les flèches
d’une catégorie, notéek −Gr .

Explicitons cette définition. Un foncteur G :Algk → Gr est un groupe algébrique affine surk s’il
existe unek-algèbre de type fini A et, pour toutek-algèbre R, une bijection

ϕR : HomAlgk
(A,R) ≃ G(R)

dépendant « naturellement » de R, c’est-à-dire telle que, pour tout homomorphisme dek-algèbres
f : R→ R′, le diagramme

HomAlgk
(A,R)

ϕR //

f◦·
��

G(R)

G( f )
��

HomAlgk
(A,R′) ϕR′

// G(R′)

soit commutatif.

Dire qu’unek-algèbre A est de type fini, c’est dire qu’elle est isomorphe au quotient d’un anneau
de polynômesk[T1, . . . ,Tn] en un nombre fini de variables par un idéalI :

λ : k[T1, . . . ,Tn]/I ≃ A.

En utilisant la propriété universelle des anneaux de polynômes (cf. appendice, 1.1), on peut donner
une description plus concrète du foncteur en ensembles hA = HomAlgk

(A, ·) sur la catégorieAlgk. De
manière pécise, la correspondanceu 7→ λ ◦u induit un isomorphisme entre hA et le foncteur

VI : Algk → Ens,

associant à toutek-algèbre R l’ensemble

VI(R) = {(r1, . . . , rn) ∈ Rn | P(r1, . . . , rn) = 0 pour tout P∈ I}

des zéros de l’idéalI dans Rn et à tout homomorphisme dek-algèbresf : R→ R′ l’application

VI( f ) : VI(R) → VI(R
′), (r1, . . . , rn) 7→ ( f (r1), . . . , f (rn)).

On aboutit ainsi à une reformulation simple de la définition initiale :

un groupe algébrique affine sur k, c’est un foncteurG : Algk → Gr tel que, pour toute k-algèbre
R, l’ensemble sous-jacent au groupeG(R) puisse s’identitifer de manière « naturelle » à un sous-
ensemble deRn défini par des équations polynomiales à coefficients dans k.

(Ici, « naturelle » signifie « de façon compatible aux homomorphismes dek-algèbres »).
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La terminologie adoptée s’éclaire du même coup ; par la suite, nous la simplifierons en parlant de
groupe algébrique sur k, voire dek-groupe, plutôt que de groupe algébrique affine surk.

Exemple paradigmatique— 1. Le foncteur GLn : Algk → Gr , associant
– à toutek-algèbre R, le groupe des matrices carrées inversibles de taille n à coefficients dans R,
– à tout homomorphisme dek-algèbresf : R→ R′, l’homomorphisme de groupes induit par l’ho-

momorphisme de monoïdes Mn(R) → Mn(R′), (xi j ) 7→ ( f (xi j )),
est un groupe algébrique surk.

En effet, quelle que soit lak-algèbre R, se donner une matrice M dans Mn(R) revient à se donnern2

élémentsmi j de R, c’est-à-dire un homomorphisme de lak-algèbre de polynômesk[(X i j )16i, j6n] dans
R. Pour que M soit inversible, il faut et il suffit que son déterminant soit inversible dans R c’est-à-dire
qu’il existet ∈ R avect det(M)−1 = 0. La formule bien connue

det(M) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)m1σ(1) . . .mnσ(n)

montre que le déterminant de la matrice M est un polynôme en les mi j , à coefficients dansZ, donc
n’importe quel corpsk. On a ainsi décrit une bijection naturelle

GLn(R) ≃ HomAlgk
(k[(X i j )16i, j6n,T]/(Tdet(X i j )−1),R) ,

où l’on a posé

det(X i j ) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)X1σ(1) . . .Xnσ(n).

2. Le morphisme de foncteurs en groupes det : GLn → GL1, défini par la collection des homo-
morphismes de groupes detR : GLn(R) → GL1(R) pour toutek-algèbre R, est un homomorphisme de
groupes algébriques.

Définition 2.1.2— Soit G un groupe algébrique sur k. On appelleanneau de coordonnéesde G la
donnée d’un k-algèbre de type finiA et d’un isomorphisme de foncteurs en ensemblesϕ : hA ≃ G.

En vertu du lemme de Yoneda, deux anneaux de coordonnées(A,ϕ) et (A′,ϕ ′) de G sont canoni-
quement isomorphes : il existe un unique isomorphisme dek-algèbresu : A′ →A tel que le diagramme

hA

ϕ   @
@@

@@
@@

hu // hA′

ϕ ′
~~}}

}}
}}

}}

G

soit commutatif. Cela permet de parler de l’anneau de coordonnéesde G, noté(O(G),ϕ) ou
(k[G],ϕ) ; on omettra le plus souvent de faire figurer l’isomorphismeϕ .

(2.1.2)Donnons tout de suite des exemples de groupes algébriques sur un corpsk.

(i) Le foncteur 1 :Algk → Gr associant à toutek-algèbre R le groupe{1} réduit à un élément est
un groupe algébrique surk. En effet, pour toutek-algèbre R, il existe un unique homomorphisme de
k-algèbres dek dans R (c’est l’homomorphisme structural de R, cf. appendice 1.1) et le foncteur 1 est
donc représenté par lak-algèbrek.

(ii) Le foncteurGa : Algk → Gr associant à toutek-algèbre R le groupe additif sous-jacent(R,+)
est un groupe algébrique surk d’anneau de coordonnées lak-algèbrek[X]. C’est legroupe additifsur
k.

(iii) Le foncteur Gm : Algk → Gr associant à toutek-algèbre R le groupe multiplicatif(R×, ·)
des élémentsinversiblesde R est un groupe algébrique surk, d’anneau de coordonnées lak-algèbre
k[X,T]/(XT −1). C’est legroupe multiplicatifsurk.
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(iv) Pour tout entiern > 0, le foncteurµn : Algk → Gr associant à chaquek-algèbre R le groupe
multiplicatif µn(R) des racinesn-èmes de l’unité dans R est un groupe algébrique surk, d’anneau de
coordonnéesk[X]/(Xn−1). Lorsquen = 0, on retrouve lek-groupe 1.

(v) Pour tout entiern > 0, le foncteur SLn : Algk → Gr associant à chaquek-algèbre R le groupe
SLn(R) des matrices carrées de taillen à coefficients dans R et de déterminant 1 est un groupe al-
gébrique surk, d’anneau de coordonnées lak-algèbrek[(X i j )16i, j6n]/(det(X i j )−1). C’est legroupe
spécial linéairesurk.

(vi) Pour tout entiern > 0, le foncteur Dn : Algk → Gr associant à chaquek-algèbre R le groupe
Dn(R) des matrices diagonales et inversibles de taillen à coefficients dans R est un groupe algébrique
surk, d’anneau de coordonnées lak-algèbrek[(X i)16i6n,T]/(X1 . . .XnT−1).

(vii) Pour tout entiern > 0, le foncteur Bn : Algk → Gr associant à chaquek-algèbre R le groupe
Bn(R) des matrices triangulaires supérieures inversibles de taille n et à coefficients dans R est un
groupe algébrique surk, d’anneau de coordonnées lak-algèbrek[(X i j )16i6 j6n,T]/(X11. . .XnnT−1).

(viii) Pour tout entiern > 0, le foncteur Un : Algk → Gr associant à chaquek-algèbre R le groupe
Un(R) des matrices triangulaires supérieures à diagonale unitaire de taillen et à coefficients dans R
est un groupe algébrique surk, d’anneau de coordonnées lak-algèbrek[(X i j )16i< j6n].

(ix) Pour tout entiern > 0, le foncteur On : Algk → Gr associant à chaquek-algèbre R le groupe

On(R) = {M ∈ Mn(R) | tMM = In}

est un groupe algébrique surk. En effet, pour toute matrice M= (mi j ) dans Mn(R), la condition
tMM = In équivaut auxn2 identités polynomiales

∑
16ℓ6n

miℓmjℓ = δi j

(1 6 i, j 6 n). C’est legroupe orthogonalsurk.

(x) Pour tout entiern > 0, le foncteur Sp2n : Algk → Gr associant à chaquek-algèbre R le groupe

Sp2n(R) = {M ∈ M2n(R) | tMJnM = Jn},

où Jn =

(
0 −In

In 0

)
, est un groupe algébrique surk (même argument que pour l’exemple précédent).

C’est legroupe symplectiquesurk.

(xi) Supposons que le corpsk soit de caractéristiquep > 0. L’élévation à la puissancep-ème est
un automorphismeFp-linéaire dans toutek-algèbre R et

αp(R) = {r ∈ R | r p = 0}

est donc un sous-groupe du groupe additif(R,+). Le foncteurαp : Algk → Gr ainsi défini est un
groupe algébrique surk, d’anneau de coordoonées lak-algèbrek[T]/(Tp).

2.2. Bigèbres

Nous avons défini un groupe algébrique sur un corpsk comme un foncteur en groupes sur la caté-
gorieAlgk tel que le foncteur en ensembles associé soit représentablepar unek-algèbre de type fini.
Nous allons maintenant voir comment traduire sur lak-algèbre A le fait que le foncteur en ensembles
hA qu’elle représente provienne d’un foncteur en groupes.

(2.2.1)Fixons unek-algèbre A. En vertu de la proposition 1.1.1, il revient au même de dire que le
foncteur hA : Algk → Ens est le foncteur en ensembles associé à un foncteur en groupes, ou de dire
qu’il existe des morphismes de foncteurs

m : hA ×hA → hA , e : 1→ hA et inv : hA → hA
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tels que les quatre diagrammes

(hA ×hA)×hA
m×1hA // hA ×hA

m

##G
GG

GG
GG

GG

hA

hA × (hA ×hA)
1hA ×m

// hA ×hA

m

;;wwwwwwwww

hA
(1hA ,inv)

//

��

hA ×hA

m
��

1 e
// hA

,

1×hA
e×1hA //

∼=
%%KKKKKKKKKK

hA ×hA

m
��

hA

hA ×1
1hA×e

//

∼=
%%KKKKKKKKKK

hA ×hA

m
��

hA

soient commutatifs.
Étant données deuxk-algèbres A et B, le foncteur

hA ×hB : Algk → Ens, R 7→ HomAlgk
(A,R)×HomAlgk

(B,R)

est représenté par leproduit tensorielA ⊗k B desk-algèbres A et B (cf. appendice 2.3) :

hA ×hB
∼= hA⊗kB.

En vertu du lemme de Yoneda, le morphisme de multiplication

m : hA⊗kA
∼= hA ×hA → hA

est de la formem= h∆, où
∆ : A → A ⊗k A

est un homomorphisme dek-algèbres uniquement déterminé.
De même, comme 1≃ hk, le morphismee : 1→ hA provient d’un homomorphisme dek-algèbres

e∗ : A → k

uniquement déterminé. Enfin, il existe un unique homomorphisme dek-algèbresι : A → A tel que
inv = hι .

Proposition 2.2.1— Pour que le quadruplet(hA ,m,e, inv) définisse un foncteur en groupes, il faut et
il suffit que les quatre diagrammes

A ⊗k A
idA⊗∆// A ⊗k (A ⊗k A)

A

∆ ""F
FF

FF
FF

FF

∆
<<xxxxxxxxx

A ⊗k A
∆⊗idA

// (A ⊗k A)⊗k A

A

e∗

��

∆ // A ⊗k A
idA⊗ι // A ⊗k A

produit
��

k // A

A
∆ // A ⊗k A

e∗⊗idAzzttttttttt

k⊗k A

A
∆ // A ⊗k A

idA⊗e∗zzttttttttt

A ⊗k k

soient commutatifs.
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Démonstration. En vertu du lemme de Yoneda, deux homomorphismes dek-algèbresf ,g : R → R′

sont égaux si et seulement si les morphismes de foncteurs hf ,hg : hR′ → hR qu’ils définissent sont
égaux. Forts de cette observation, il nous suffit de vérifier que les quatre diagrammes considérés
correspondent aux quatre diagrammes envisagés auparavantet faisant intervenir hA . Les vérifications
sont immédiates pour ce qui est des premier, troisième et quatrième diagrammes (associativité et
élément neutre). Pour le deuxième (inversion), il suffit d’observer que le morphisme de foncteurs
(idA , inv) : hA → hA ×hA peut également s’écrire sous la forme

hA
(idA ,idA)// hA ×hA

idA×inv// hA ×hA .

Lorsqu’on identifie hA ×hA et hA⊗kA , le morphisme diagonal

(idA , idA) : hA → hA ×hA
∼= hA⊗kA

correspond à l’unique homomorphisme dek-algèbresu : A⊗k A → A tel queu(a⊗1) = u(1⊗a) = a
pour touta∈ A ; commea⊗a′ = (a⊗1)(1⊗a′), u(a⊗a′) = aa′ est l’homomorphismeproduit. 2

Supposons maintenant que A et B soient deuxk-algèbres telles que les foncteurs hA et hB pro-
viennent de foncteurs en groupes, c’est-à-dire qu’ils soient munis de morphismes(mA ,eA , invA) et
(mB,eB, invB) comme précédemment. Pour qu’un morphisme de foncteurs en ensemblesf : hA → hB

définisse un morphisme de foncteur en groupes, il faut et il suffit que les trois diagrammes

hA ×hA
mA //

f× f
��

hA

f
��

hB ×hB mB
// hB

1
eA //

eA ��?
??

??
??

? hA

f
��

hB

hA

f
��

invA // hA

f
��

hB invB

// hB

soient commutatifs, le troisième l’étant automatiquementlorsque les deux premiers le sont. En vertu
du lemme de Yoneda, il existe un unique homomorphisme dek-algèbresf ∗ : B → A tel que f = hf ∗ .
De manière analogue à la proposition 2.2.1, on vérifie que la commutativité des trois diagrammes
précédents est équivalente à celle des trois diagrammes suivants :

A ⊗k A A
∆Aoo

B⊗k B

f ∗⊗ f ∗

OO

B∆B

oo

f ∗

OO k A
e∗Aoo

B
e∗B

__>>>>>>>>
f ∗

OO A A
ιAoo

B

f ∗

OO

BιB

oo

f ∗

OO

où les triplets(∆A ,e∗A , ιA) et (∆B,e∗B, ιB) sont déduits comme ci-dessus des triplets(mA ,eA , invA) et
(mB,eB, invB) via le lemme de Yoneda.

Définition 2.2.2— Soit k un corps.
(i) Une k-bigèbreest un quadruplet(A,∆,e∗, ι) constitué d’une k-algèbreA et d’homomorphismes

de k-algèbres∆ : A → A ⊗k A, e∗ : A → k, ι : A → A tels que les quatre diagrammes

A ⊗k A
idA⊗∆// A ⊗k (A ⊗k A)

A

∆ ""F
FF

FF
FF

FF

∆
<<xxxxxxxxx

A ⊗k A
∆⊗idA

// (A ⊗k A)⊗k A

A

e∗

��

∆ // A ⊗k A
idA⊗ι // A ⊗k A

produit
��

k // A
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A
∆ // A ⊗k A

e∗⊗idAzzttttttttt

k⊗k A

A
∆ // A ⊗k A

idA⊗e∗zzttttttttt

A ⊗k k

soient commutatifs.
(ii) Un morphismed’une k-bigèbre(A,∆A ,e∗A , ιA) dans une k-bigèbre(B,∆B,e∗B, ιB) est un homo-

morphisme de k-algèbresϕ : A → B tel que les trois diagrammes

A ⊗k A

ϕ⊗ϕ
��

A
∆Aoo

ϕ
��

B⊗k B B∆B

oo

k A
e∗Aoo

ϕ
��

B
e∗B

__>>>>>>>>

A

ϕ
��

A
ιAoo

ϕ
��

B BιB

oo

soient commutatifs.

On dit qu’unek-bigèbre(A,∆A ,e∗A , ιA) est detype finisi A est unek-algèbre de type fini. Lesk-
bigèbres et leurs morphismes forment naturellement une catégorie. La discussion qui précède établit
précisément que la catégorie des groupes algébriques surk et celle desk-bigèbres de type fini sont
antiéquivalentes:

– tout groupe algébrique surk est isomorphe au groupe algébrique hA défini par unek-bigèbre de
type fini (A,∆A ,e∗A , ιA) ;

– étant données deuxk-bigèbres de type fini(A,∆A ,e∗A , ιA) et (B,∆B,e∗B, ιB), la correspondance

{
morphismes dek-bigèbres

(A,∆A ,e∗A , ιA)
ϕ // (B,∆B,e∗B, ιB)

}
→

{
homomorphismes dek-groupes

hB
hϕ // hB

}

est une bijection.

(2.2.2)Exemple : lak-bigèbre du groupe linéaireGLn.

On sait que GLn est représenté par lak-algèbre A= k[(X i j )16i, j6n,T]/(Tdet(X i j )−1) : pour toute
k-algèbre R,

HomAlgk
(A,R)

∼ // GLn(R)

u 7→ (u(X i j )).

La k-algèbre A⊗k A s’identifie canoniquement au quotient de lak-algèbre de polynômesk[(X i j ⊗

1)16i, j6n,(1⊗X i j )16i, j6n,T⊗ 1,1⊗ T] (en 2n2 + 2 variables) par l’idéal((T⊗ 1)det((X i j ⊗ 1)−
1,(1⊗T)det(1⊗X i j )−1) (cf. appendice, 2.4, exercices 5 et 6). En utilisant la bijection

HomAlgk
(A ⊗k A,R)

∼ // GLn(R)×GLn(R)

w 7→ ((w(X i j ⊗1)),(w(1⊗X i j ))) ,

on dispose d’un diagramme commutatif

GLn(R)×GLn(R)
mult // GLn(R)

HomAlgk
(A ⊗k A,R)

≀

OO

// HomAlgk
(A,R)

≀

OO

dans lequel les flèches verticales sont les bijections que l’on vient de décrire et la flèche horizontale
inférieure est l’applicationw 7→ w◦∆, ∆ étant la comultiplication de A qu’il s’agit d’expliciter. La
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commutativité de ce diagramme équivaut à l’identité matricielle

((w◦∆)(X i j )) = (w(X i j ⊗1)) (w(1⊗X i j ))

dans GLn(R) pour tout homomorphisme dek-algèbresw : A ⊗k A → R. En calculant le produit figu-
rant dans le membre de droite, nous obtenons

(w◦∆)(X i j ) =
n

∑
ℓ=1

w(X iℓ ⊗1)w(1⊗Xℓ j)

=
n

∑
ℓ=1

w(X iℓ ⊗Xℓ j)

= w

(
n

∑
ℓ=1

X iℓXℓ j

)

et donc finalement

∆(X i j ) =
n

∑
ℓ=1

X iℓXℓ j

puisque R etw sont arbitraires (choisir par exemple R= A ⊗k A et w = idA⊗kA). Comme

u(T) = det(u(X i j ))
−1

pour toutu∈ HomAlgk
(A,R),

(w◦∆)(T) = det((w◦∆)(X i j ))
−1

= det((w(X i j ⊗1))(w(1⊗X i j )))
−1

= det(w(X i j ⊗1))−1 det(w(1⊗X i j ))
−1

= w((T⊗1)(1⊗T))

= w(T⊗T)

et donc
∆(T) = (T⊗1)(1⊗T) = T⊗T.

On procède de la même manière pour expliciter la counitée∗ : A → k à partir du diagramme
commutatif

1
e // GLn(R)

HomAlgk
(k,R)

≀

OO

// HomAlgk
(A,R)

≀

OO

dans lequel la flèche horizontale inférieure est l’application u 7→ u◦e∗. La commutativité de ce dia-
gramme pour R= k équivaut à

(e∗(X i j )) = In et e∗(T) = det(In)
−1,

soit

e∗(X i j ) =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

et e∗(T) = 1.

Considérons finalement le diagramme commutatif

GLn(R)
inv // GLn(R)

HomAlgk
(A,R)

≀

OO

// HomAlgk
(A,R)

≀

OO
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dans lequel la flèche inférieure est l’applicationu 7→ u◦ ι . Nous obtenons

((u◦ ι)(X i j )) = (u(X i j ))
−1 = det(u(X i j ))

−1adj(u(X i j )),

où, pour toute matrice M∈ Mn(R), adj(M) est la matrice définie par

adj(M)i j = (−1)i+ j det(M̂ ji ),

M̂ i j ∈ Mn−1(R) désignant la matrice obtenue à partir de M en supprimant lai-ème ligne et laj-ème
colonne. Cette matrice vérifie l’identité adj(M)M = det(M)In. Par suite,

(u◦ ι)(X i j ) = u(T)[adj(u(X i j ))]i j

= u(T[adj(X i j )]i j )

et donc
ι(X i j ) = T[adj(X i j )]i j .

De même,

(u◦ ι)(T) = u(T)−1 =
(
det(u(X i j ))

−1)−1
= det(u(X i j )) = u(det(X i j ))

donc
ι(T) = det(X i j ).

Donnons encore deux exemples, pour lesquels toutes les justifications nécessaires sont laissées au
lecteur.

(i) La bigèbre du groupe additifGa est lak-algèbrek[T] munie de la comultiplication

k[T]
∆ // k[T]⊗k k[T] ∼= k[T⊗1,1⊗T], T 7→ T⊗1+1⊗T,

de la counité

k[T]
0∗ // k, T 7→ 0

et de la coinversion

k[T]
ι // k[T], T 7→ −T.

(ii) L’anneau du groupe multiplicatifGm = GL1 est lak-algèbrek[X,X−1] des polynômes de
Laurent en X. Lak-algèbrek[X,X−1]⊗kk[X,X−1] est canoniquement isomorphe à lak-algèbrek[(X⊗
1),(X ⊗1)−1,(1⊗X),(1⊗X)−1] des polynômes de Laurent en les indéterminées X⊗1 et 1⊗X.

– La comultiplication

k[X,X−1]
∆ // k[(X ⊗1),(X ⊗1)−1,(1⊗X),(1⊗X)−1]

est définie par∆(X) = (X⊗1)(1⊗X) = X⊗X et ∆(X−1) = (X⊗1)−1(1⊗X)−1 = (X⊗X)−1.
– La counité

k[X,X−1]
1∗ // k

est définie par 1∗(X) = 1∗(X−1) = 1.
– La coinversion

k[X,X−1 ι // k[X,X−1]

est définie parι(X) = X−1, ι(X−1) = X.

(2.2.3)L’antiéquivalence que l’on a établie en 4.1 entre la catégorie des groupes algébriques surk
et celle desk-bigèbres de type fini signifie que ces deux concepts sont strictement interchangeables.
Les deux points de vue sont utiles, mais il est en général plusagréable et plus facile de travailler en
termes de foncteurs en groupes. La proposition suivante illustre l’utilisation des bigèbres pour étudier
les homomorphismes entre deux groupes algébriques.



18

Proposition 2.2.3— Il n’y a pas d’homomorphisme non trivial entre les groupesGa et Gm :

Homk−Gr (Ga,Gm) = { Ga // 1
1 // Gm }

et

Homk−Gr (Gm,Ga) = { Gm
// 1

0 // Ga }.

Démonstration. Il revient au même de se donner un homomorphismef : Ga → Gm ou un homomor-
phisme dek-algèbresf ∗ : k[X,X−1]→ k[T] compatible aux structures de bigèbres. L’homomorphisme
f ∗ est complètement déterminé parf ∗(X), qui doit être un élément inversible dek[T] ; commek est
un corps,k[T]× = k× et donc f ∗(X) = a∈ k×. La commutativité du diagramme

k[X,X−1]
f ∗ //

1∗
##G

GGGGGGGG
k[T]

0∗
~~~~

~~
~~

~~

k

implique
1 = 1∗(X) = 0∗(a) = a,

donc f ∗(X) = 1. Le seul homomorphisme deGa dansGm est donc l’homomorphisme trivial

Ga // 1
1 // Gm

correspondant à l’homomorphisme dek-bigèbres

k[X,X−1]
1∗ // k // k[T] .

Il revient au même de se donner un homomorphismeg : Gm → Ga ou un homomorphisme de
k-algèbresg∗ : k[T] → k[X,X−1] compatible aux structures de bigèbres. L’homomorphismeg∗ est
complètement déterminé par le polynôme de Laurentg∗(T) = ∑n∈Z anXn. La commutativité du dia-
gramme

k[T]
∆ //

g∗

��

k[T]⊗k k[T]

g∗⊗g∗

��
k[X,X−1]

∆
// k[X,X−1]⊗k k[X,X−1]

se traduit par l’identité
∆(g∗(T)) = (g∗⊗g∗)(∆(T))

dansk[X,X−1]⊗kk[X,X−1]∼= k[X⊗1,(X⊗1)−1,1⊗X,(1⊗X)−1]. Le membre de gauche s’explicite
aisément :

∆(g∗(T)) = ∆

(

∑
n∈Z

anXn

)
= ∑

n∈Z

∆(X)n = ∑
n∈Z

an(X ⊗1)n(1⊗X)n

et il en de même du membre de droite :

(g∗⊗g∗)(∆(T)) = (g∗⊗g∗)(T⊗1+1⊗T) = g∗(T)⊗1+1⊗g∗(T) = ∑
n∈Z

an[(X ⊗1)n +(1⊗X)n].

Nous obtenons donc l’identité

∑
n∈Z

an(X ⊗1)n(1⊗X)n = ∑
n∈Z

an[(X ⊗1)n+(1⊗X)n]

entre polynômes de Laurent en les indéterminées X⊗1 et 1⊗X. Par identification, nous en déduisons
{

an = 0 si |n| > 1
a0 = 2a0,
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d’où finalementg∗(T) = 0. Ceci montre que le seul homomorphisme deGm dansGa est l’homomor-
phisme trivial

Gm
// 1

0 // Ga

correspondant à l’homomorphisme dek-bigèbres

k[T]
0∗ // k // k[X,X−1] .

2

Exercices. 1) Soit Γ un groupe fini. Démontrer que le foncteur constantΓ : Algk → Gr défini par
Γ(R) = Γ pour toutek-algèbre R etΓ( f ) = idΓ pour tout homomorphisme dek-algèbresf , est repré-
sentable si et seulement siΓ est le groupe réduit à un élément. (Indication : pour toutesk-algèbres A
et R,

HomAlgk
(A,R⊕R)∼= HomAlgk

(A,R)×HomAlgk
(A,R).)

2) SoitΓ un groupe fini. L’ensemblekΓ des fonctions surΓ à valeurs dansk est naturellement muni
d’une structure dek-algèbre commutative :

(λ f + µg)(γ) = λ f (γ)+ µg(γ) et ( f g)(γ) = f (γ)g(γ)

pour tousf ,g∈ kΓ, λ ,µ ∈ k et γ ∈ Γ.

On considère les homomorphismes dek-algèbres

∆ : kΓ → kΓ×Γ, e∗ : kΓ → k et ι : kΓ → kΓ

définis comme suit :

∆( f ) =
(
(γ ,γ ′) 7→ f (γγ ′)

)
,

e∗( f ) = f (1Γ),

et

ι( f ) =
(
γ 7→ f (γ−1)

)
.

(i) Vérifier que les fonctions indicatriceseγ des singletons{γ} forment une base dekΓ en tant que
k-espace vectoriel.

(ii) Démontrer que lesk-algèbreskΓ ⊗k kΓ etkΓ×Γ sont canoniquement isomorphes.
(iii) Exprimer ∆, e∗ et ι dans les bases canoniques(eγ )γ∈Γ et(eγ ⊗eγ ′)(γ ,γ ′)∈Γ2 dekΓ et dekΓ⊗kkΓ.
(iv) Vérifier que(kΓ,∆,e∗, ι) est unek-bigèbre de type fini.
(v) Soit Γ le groupe algébrique surk correspondant à lak-bigèbre(kΓ,∆,e∗, ι). Vérifier que l’on a

un isomorphisme canoniqueΓ(k) ∼= Γ puis déterminerΓ(R) pour toutek-algèbre R.

2.3. Constructions élémentaires

(2.3.1)Sous-groupes.

Définition 2.3.1— SoitG un groupe algébrique sur k. Unsous-groupedeG est la donnée d’un ho-
momorphisme de groupes algébriques i: H→ G tel que l’homomorphisme de k-algèbres i∗ : O(G)→
O(H) correspondant soit surjectif.

Cette définition appelle deux commentaires.
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1) Tout d’abord, pour toutek-algèbre R, l’homomorphisme de groupesiR : H(R) → G(R) est in-
jectif. En effet, on dispose d’un diagramme commutatif

H(R) //iR // G(R)

HomAlgk
(O(H),R) //

≀

OO

HomAlgk
(O(G),R)

≀

OO

dans lequel la flèche horizontale inférieure est l’application u 7→ u◦ i∗. L’homomorphismei∗ étant
surjectif, la conditionu◦ i∗ = v◦ i∗ impliqueu = v pour tousu,v∈ HomAlgk

(O(H),R) et ceci prouve
que l’applicationiR est injective.

2) La surjectivité de l’homomorphismei∗ signifie que lak-algèbreO(H) est isomorphe au quotient
deO(G) par l’idéal ker(i∗). Ceci se traduit par le fait suivant : pour toutek-algèbre R, l’application

HomAlgk
(O(H),R) → HomAlgk

(O(G),R)

induit une bijection sur le sous-ensemble de HomAlgk
(O(G),R) constitué des homomorphismesu tels

queu(ker(i∗) = 0. De manière encore plus explicite, si l’on écritO(G) sous la formek[T1, . . . ,Tn]/I,
alors l’idéal ker(i∗) deO(G) provient d’un idéalJ dek[T1, . . . ,Tn] contenantI,

G(R) ≃ {(r1, . . . , rn) ∈ Rn | f (r1, . . . , rn) = 0 pour toutf ∈ I}

et H(R) s’identifie alors au sous-ensemble de G(R) défini par les équationsf (r1, . . . , rn) = 0, f ∈ J.

Au vu de ces deux observations, la définition que nous avons adoptée signifie précisément qu’un
sous-groupe de G est un sous-foncteur en groupes défini par des équations polynomiales.

Remarque. En fait, il serait revenu au même de définir un sous-groupe deG comme un homomor-
phismei : H → G tel que, pour toutek-algèbre R, l’homomorphismeiR : H(R) → G(R) soit injectif.
On peut en effet démontrer que cette condition suffit à garantir la surjectivité de l’homomorphisme
i∗ : O(G) → O(H).

Exemples. 1) Pour tout entiern > 0, SLn est un sous-groupe de GLn. Effet, l’inclusion naturellei de
SLn dans GLn correspond à l’homomorphisme dek-algèbres

i∗ : k[(X i j )16i, j6n,T]/(Tdet(X i j )−1) → k[(X i j )16i, j6n]/(det(X i j )−1)

défini pari∗(X i j ) = X i j et i∗(T) = 1. Cet homomorphisme est manifestement surjectif.
2) Pour tout entiern > 0, le groupeµn est un sous-groupe du groupe multiplicatifGm. En effet,

l’inclusion naturellei deµn dansGm correspond à l’homomorphisme dek-algèbres

i∗ : k[X,X−1] → k[X]/(Xn−1)

défini pari∗(X) = X et i∗(X−1) = Xn−1. Cet homomorphisme est manifestement surjectif.
3) Si le corpsk est de caractéristiquep > 0, le groupeαp est un sous-groupe du groupe additifGa.

En effet, l’inclusion naturellei deαp dansGa correspond à l’homomorphisme dek-algèbres

i∗ : k[T] → k[T]/(Tp)

défini pari∗(T) = T, qui est manifestement surjectif.

(2.3.2)Produit. Étant donnés deux groupes algébriques G1 et G2, on peut construire le foncteur en
groupes G1×G2 surAlgk associant

– à toutek-algèbre R, le groupe produit G1(R)×G2(R) ;
– à tout homomorphisme dek-algèbresf : R→ R′, l’homomorphisme de groupes G1( f )×G2( f ) :

G1(R)×G2(R) → G1(R′)×G2(R′).
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Choisissons des anneaux de coordonnéesϕ1 : hA1

∼ // G1 et ϕ2 : hA2

∼ // G2 et considérons
l’isomorphisme de foncteurs

ϕ1×ϕ2 : hA1 ×hA2

∼ // G1×G2.

Par définition même du produit tensoriel A1⊗k A2, hA1⊗kA2 ≃ hA1 × hA2 et nous obtenons donc un
isomorphisme de foncteurs

hA1⊗kA2
// G1×G2.

Enfin, si l’on choisit des isomorphismes A1 ≃ k[T1, . . . ,Tn]/I et A2 ≃ k[S1, . . . ,Sm]/J, on obtient
un isomorphisme dek-algèbres

A1⊗k A2 ≃ k[T1, . . . ,Tn]/I⊗k k[S1, . . . ,Sm]/J

≃ k[T1, . . . ,Tn,S1, . . . ,Sm]/K

où K est l’idéal dek[T1, . . . ,Tn,S1, . . . ,Sm] engendré parI et J (cf. appendice, 2.4, exercices 5 et 6).
La k-algèbre A1⊗k A2 est donc de type fini.

Cette discussion établit la proposition suivante.

Proposition 2.3.2— Étant donnés deux groupes algébriquesG1 et G2 sur k, le foncteur en groupes
G1×k G2 est un groupe algébrique sur k, d’anneau de coordonnéesO(G1)⊗k O(G2).

(2.3.3)Produit fibré et noyau. Considérons plus généralement un diagramme d’homomorphismes de
groupes

G1
f1

  B
BB

BB
BB

B

H.

G2

f2

>>||||||||

Pour toutek-algèbre R, l’ensemble G1(R)×H(R) G2(R) des couples(g1,g2) ∈ G1(R)×G2(R) tels
que f1(g1) = f2(g2) est un sous-groupe de G1(R)×G2(R). Si f : R → R′ est un homomorphisme
dek-algèbres, on vérifie immédiatement que l’homomorphisme degroupes G1( f )×G2( f ) : G1(R)×
G2(R) → G1(R′)×G2(R′) envoie G1(R)×H(R) G2(R) dans G1(R′)×H(R′) G2(R′). Nous avons ainsi
défini un foncteur

G1×H G2 : Algk → Gr .

Comme précédemment, on déduit de la propriété universelle du produit tensoriel des bijections
naturelles

G1(R)×H(R) G2(R) = {(g1,g2) ∈ G1(R)×G2(R) | f1(g1) = f2(g2)}

≃
{
(g1,g2) ∈ HomAlgk

(O(G1),R)×HomAlgk
(O(G2),R) | g1◦ f ∗1 = g2◦ f ∗2

}

≃ HomAlgk
(O(G1)⊗O(H) O(G2),R)

pour toutk-algèbre R. Le foncteur G1×H G2 est ainsi représenté par lak-algèbreO(G1)⊗O(H) O(G2).
Cette dernière est bien de type fini, car elle est isomorphe auquotient de lak-algèbre de type fini
O(G1)⊗k O(G2) par l’idéal engendré par les éléments de la formea⊗1−1⊗a, a∈ O(H).

Nous venons ainsi de démontrer la proposition suivante.

Proposition 2.3.3— Étant donnés des groupes algébriquesG1,G2 et H ainsi que des homomor-
phismes f1 : G1 → H et f2 : G2 → H, le foncteur en groupes

G1×H G2 : Algk → Gr , R 7→ {(g1,g2) ∈ G1(R)×G2(R) | f1(g1) = f2(g2)}
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est un groupe algébrique, d’anneau de coordonnéesO(G1)⊗O(H) O(G2). Ce groupe est leproduit
fibrédes groupesG1 etG2 au-dessus deH et il c’est naturellement un sous-groupe du groupe produit
G1×G2.

Un cas particulier de produit fibré est lenoyaud’un homomorphisme de groupes algébriques.

Proposition 2.3.4— Soit f : G → H un homomorphisme de groupes algébriques. Le foncteur en
groupes surAlgk, associant à toute k-algèbreR le noyau de l’homomorphisme de groupes fR :
G(R) → H(R), est un groupe algébrique, d’anneau de coordonnéesO(G)⊗O(H) k. Il s’agit d’un
sous-groupe deG.

Démonstration. Considérons le diagramme

G
f

  A
AA

AA
AA

H.

1

eH

>>}}}}}}}}

Pour toutek-algèbre R,

(G×H 1)(R) = {(g,1) ∈ G(R)×{1} | f (g) = eH(1)}

= {(g,1) ∈ G(R)×{1} | f (g) = 1H}
∼= ker( fR)

donc le foncteur en groupes ker( f ) est canoniquement isomorphe au produit fibré G×H 1. Il en dé-
coule que ker( f ) est un groupe algébrique d’anneau de coordonnéesO(G)⊗O(H) k et c’est naturelle-
ment un sous-groupe de G∼= G×1. 2

Exemples. 1) Le groupe SLn est le noyau de l’homomorphisme det : GLn → GL1.
2) Soitn> 0 un nombre entier et considérons l’homomorphisme[n] : Gm → Gm défini par l’éléva-

tion à la puissancen-ème ; pour toutek-algèbre R,[n]R est l’homomorphisme R× → R×, x 7→ xn. Son
noyau est manifestement le groupeµn des racinesn-èmes de l’unité. Notons que l’on peut retrouver
l’anneau de coordoonnées de ce dernier : l’homomorphisme[n] correspond à l’homomorphisme de
k-algèbresk[Y,Y−1] → k[X,X−1] envoyant X sur Yn et

[̨X ,X−1]⊗[̨Y,Y−1] k
∼= k[X,X−1]⊗k k/(Xn⊗1−1⊗1)∼= k[X,X−1]/(Xn−1) ∼= k[X]/(Xn−1).

3) Supposons quek soit un corps de caractéristiquep > 0. La multiplication parp définit un ho-
momorphisme[p] : Ga → Ga ; pour toutek-algèbre R,[p]R est l’homomorphisme R→ R, x 7→ px.
Son noyau est manifestement le groupe algébriqueαp. L’homomorphisme[p] correspond à l’homo-
morphisme dek-algèbresk[S] → k[T] envoyant S sur Tp et

k[T]⊗k[S] k∼= k[T]⊗k k/(Tp⊗1−0⊗1)∼= k[T]/(Tp).

(2.3.4) Image, quotient. La situation est beaucoup plus délicate pour ce qui est des images et des
quotients. En général, sif : G → H est un homomorphisme de groupes algébriques, le foncteur en
groupes

Algk → Gr , R 7→ im

(
G(R)

fR // H(R)

)

n’est pas un groupe algébrique. De même, sii : N → G est un sous-groupe de G tel que, pour toute
k-algèbre R, N(R) soit un sous-groupe distingué de G(R), le foncteur en groupes

Algk → Gr , R 7→ G(R)/N(R)
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n’est généralement pas un groupe algébrique.

Il n’y a pas à chercher beaucoup pour obtenir un contre-exemple : l’homomorphismeGm
[n] // Gm

convient parfaitement !

Proposition 2.3.4— Soit n un nombre entier. Si n> 2, le foncteur

Algk → Ens, R 7→ im
(
R× → R×, x 7→ xn)= {r ∈ R× | r est une puissance n-ème}

n’est pas représentable.

Démonstration. Supposons que ce foncteur soit représentable, c’est-à-dire qu’il existe unek-algèbre
A et un morphisme de foncteursϕ : hA → hk[X,X−1] tels que, pour toutek-algèbre R, l’application

ϕR : HomAlgk
(A,R) → HomAlgk

(k[X,X−1],R) ∼= R×

soit une bijection sur le sous-ensemble de R× constitué des puissancesn-èmes. En vertu du lemme de
Yoneda, il existe un unique homomorphisme dek-algèbreπ : k[X,X−1] → A tel queϕ = hπ . Posant
α = π(X), nous pouvons alors reformuler ce que l’on vient de dire sousla forme d’une propriété
universelle :

– α est une puissancen-ème dans A ;
– pour toutek-algèbre R et tout homomorphismer : k[X,X−1]→R tel quer(X) soit une puissance

n-ème dans R, il existe un unique homomorphismer : A → R tel quer(α) = r(X), c’est-à-dire
tel que le diagramme

k[X,X−1]
r //

π
��

R

A

r

;;vvvvvvvvvvv

soit commutatif.

Nous allons maintenant démontrer quetout homomorphismer : k[X,X−1] → R se factorise à tra-
versπ ; en vertu de la propriété universelle qui précède, ceci impliquera quetoutélément inversible de
n’importe quelle k-algèbre est une puissancen-ème, assertion évidemment fausse sin> 2 (considérer
par exemple X dansk[X,X−1]). Pour ce faire, nous allons commencer par construirer comme un ho-
momorphisme de A dans unek-algèbre contenant R, puis nous vérifierons que cet homomorphisme
est en fait à valeur dans R.

Considérons unek-algèbre R et un homomorphismer : k[X,X−1] → R ; posonsa = r(X). La k-
algèbre R1 = R[T1]/(Tn

1−a) contient R eta y est manifestement une puissancen-ème ; il existe donc
un unique homomorphismer1 : A →R1 tel quer1(α) = a. De même, lak-algèbre R2 = k[T2]/(Tn

2−a)
contient R eta y est manifestement une puissancen-ème ; il existe donc un unique homomorphisme
r2 : A → R2 tel quer2(α) = a. Posant

R12 = R[T1,T2]/(T1−a,T2−a) = R1[T2]/(T2−a) = R2[T1]/(T1−a)

et désignant pari1 et i2 les inclusions canoniques de R1 et R2 dans R12, les homomorphismesi1 ◦ r1

et i2◦ r2 de A dans R12 sont tels que(i1 ◦ r1)(α) = (i2◦ r2)(α) = a, donci1◦ r1 = i2◦ r2.

En tant que R-module, R1 (resp. R2) est libre de base(1,T1, . . . ,T
n−1
1 ) (resp.(1,T2, . . . ,T

n−1
2 )) ;

de même, R12 = R1[T2]/(T2−a) est un R1-module libre de base 1,T2, . . . ,T
n−1
2 . Nous en déduisons

que R12 est un R-module libre de base les monômes Tν1
1 Tν2

2 avec 06 ν1,ν2 6 n− 1. Quel que soit
l’élément t de A, r1(t) s’écrit de manière unique sous la formeu0 + u1T1 + . . . + un−1Tn−1

1 avec
u0, . . . ,un−1 ∈ R ; de même,r2(t) s’écrit de manière unique sous la formev0 +v1T2+ . . .+vn−1Tn−1

2
avecv0, . . . ,vn−1 ∈ R. L’identité i1 ◦ r1 = i2◦ r2 implique

u0 +u1T1+ . . .+un−1Tn−1
1 = v0 +v1T2 + . . .+vn−1Tn−1

2
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dans R12, donc
u0 = v0, u1 = . . . = un−1 = v1 = . . . = vn−1 = 0.

L’homomorphismer1 : A → R1 est par conséquent à valeurs dans la sous-algèbre R et nous avons
ainsi établi que l’homomorphismer se factorise à traversπ. Comme expliqué précédemment, ceci
conclut la démonstration de la proposition. 2

Pour toutek-algèbre R, l’homomorphisme[n]R : Gm(R) → Gm(R) induit un isomorphisme entre
le groupe quotientGm(R)/µn(R) et le sous-groupe deGm(R) = R× constitué des puissancesn-èmes.
La proposition que nous venons d’établir peut donc se reformuler de manière équivalente comme suit.

Proposition 2.3.5— Soit n un nombre entier. Si n> 2, le foncteur

Algk → Ens, R 7→ Gm(R)/µn(R)

n’est pas représentable.

Exercices. 1) Soit(A,∆,e∗, ι) unek-bigèbre de type fini et soitI un idéal de A. On désigne parp la
projection canonique de A sur A/I.

(i) À quelle condition existe-t-il une structure de foncteur en groupes sur hA/I telle que le mor-
phisme hp : hA/I → hA soit un homomorphisme de groupes algébriques ?

(ii) Si hA/I est un sous-groupe de hA , à quelle condition est-ce un sous-groupedistingué, c’est-à-
dire tel que hA/I(R) soit distingué dans hA(R) pour toutek-algèbre R ?

2) Considérons l’homomorphisme de groupes algébriquesi : Gm → Gm×Gm défini par

iR : R× → R××R×, t 7→ (t, t)

pour toutek-algèbre R.

Vérifier que l’homomorphismei fait de Gm un sous-groupe deGm×Gm puis démontrer que le
foncteur en groupes

Algk → Gr , R 7→ Gm(R)×Gm(R)/Gm(R)

est un groupe algébrique surk.

2.4. Changement du corps de base

Examinons l’effet d’un changement du corps de base.

Proposition 2.4.1— SoitG un groupe algébrique sur k et soit k′/k une extension de corps. Le fonc-
teur en groupes surAlgk′ obtenu par restriction deG est un groupe algébrique sur k′ d’anneau de
coordonnéesO(G)⊗k k′.

Démonstration. Pour toutek′-algèbre R′,

G(R′) ≃ HomAlgk
(O(G),R′) ∼= HomAlgk′

(O(G)⊗k k′,R′),

donc le foncteur
Algk′ → Ens, R′ 7→ G(R′)

est représenté par lak′-algèbreO(G)⊗k k′. En outre, commeO(G) est de type fini surk, O(G) ≃
k[T1, . . . ,Tn]/I et donc

O(G)⊗k k′ ≃ (k[T1, . . . ,Tn]/I)⊗k k′ ≃ k′[T1, . . . ,Tn]/I

est unek′-algèbre de type fini (cf. appendice, 2.4, exercice 4). 2

Étant donnés un groupe algébrique G surk et une extension de corpsk′/k, on note G⊗kk′ le groupe
algébrique surk′ défini en restreignant G à la sous-catégorieAlgk′ deAlgk.
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Exemple 1– Soitk un corps de caractéristique différente de 2. Pour toutek-algèbre R, l’ensemble des

matrices de la forme

(
a −b
b a

)
aveca,b∈ R tels quea2+b2 ∈ R× est un sous-groupe de GL2(R) ;

on en déduit que le foncteur

G : Algk → Gr , R 7→

{(
a −b
b a

)
∈ M2(R)

∣∣ a2 +b2 ∈ R×

}

est un sous-groupe de GL2, d’anneau de coordonnées

O(G) = k[X11,X12,X21,X22,T]/(X11−X22,X12+X21,T(X11X22−X12X21)).

Considérons unek-algèbre R. Si R contient un élémenti tel que dei2 +1 = 0, alors

a2 +b2 = (a− ib)(a+ ib)

pour tousa,b∈ R et l’application

G(R) → R××R×,

(
a −b
b a

)
7→ (a+ ib,a− ib)

est un isomorphisme de groupes, d’inverse l’application

R××R× → G(R), (u,v) 7→

(
(u+v)/2 (v−u)/2i
(u−v)/2i (u+v)/2

)
.

Supposons par exemplek = Q et considérons l’extension quadratiqueQ(i) = Q[T]/(T2+1) deQ.

D’après ce que l’on vient de dire, le groupe G⊗Q Q(i) est isomorphe au groupe produitGm×Gm.
Par contre, le groupe G n’estpasisomorphe àGm×Gm ; en effet, les groupes

G(R) ≃ C×

et
(Gm×Gm)(R) = R××R×

ne sont pas isomorphes car le sous-groupe de torsion du premier est divisible, tandis que le sous-
groupe de torsion du second est isomorphe auViergruppede Klein(Z/2Z)2.

Exemple 2– Considérons le groupe unitaire usuel

U(n) =
{

M ∈ Mn(C) | tMM = In
}

,

oùM désigne la matrice déduite de M par conjugaison des coefficients. Peut-on écrire ce groupe sous
la forme G(R) pour un certain groupe algébrique G surQ et une certaineQ-algèbre R ?

Pour touteQ-algèbre R, laQ-algèbre R⊗Q Q[T]/(T2 + 1) = R[T]/(T2 + 1) est munie d’un auto-
morphisme R-linéaire canoniqueσ défini parσ(T) = −T. L’ensemble

G(R) =
{

M ∈ Mn(R[T]/(T2 +1)) |tσ(M)M = In
}

est un groupe pour le produit matriciel ; par ailleurs, si l’on notexi j + yi j T les coefficients d’une
matrice M∈ Mn(R[T]/(T2 +1)), la conditiontσ(M)M = In équivaut aux identités polynomiales





(x2
1i +y2

1i)+ . . .+(x2
ni +y2

ni) = 1 (1 6 i 6 n)
(x1ix1 j −y1iy1 j)+ . . .+(xnixn j −yniyn j) = 0 (1 6 i < j 6 n)
(x1iy1 j +x1 jy1i)+ . . .+(xniyn j +xn jyni) = 0 (1 6 i < j 6 n)

et donc le foncteur en groupes G ainsi défini surAlgQ est un groupe algébrique. Par construction
même, G(R) est le groupe unitaire U(n).

Supposons que R soit uneQ-algèbre contenant un élémentξ tel queξ 2 +1 = 0. Sous cette hypo-
thèse, l’application

ε : R[T]/(T2 +1) → R×R, a+bT 7→ (a+bξ ,a−bξ )
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est un isomorphisme d’anneaux et, via cette identification,l’automorphismeσ de R[T]/(T2+1) cor-
respond à la permutation des deux facteurs de R×R. En utilisant l’isomorphisme canonique de R-
algèbres

M2(R×R)∼= M2(R)×M2(R),

on en déduit que le groupe G(R) est isomorphe au sous-groupe de GL2(R)×GL2(R) constitué des
couples(M1,M2) tels quet(M2,M1)(M1,M2) = (In, In), c’est-à-dire tels que

tM2M1 =t M1M2 = In.

Ainsi, la première projection GL2(R)×GL2(R) → GL2(R) induit un isomorphisme entre G(R) et
GL2(R).

Au final, nous avons construit un groupe algébrique G surQ tel que

G(R) = U(n) et G(C) ≃ GLn(C).

On constate aisément que les groupes U(n) et GLn(R) ne sont pas isomorphes, par exemple en vertu
du fait que le centre du premier est isomorphe àR/Z et donc contient 3 éléments de 3-torsion tandis
que le centre du second, isomorphe àR×, ne contient qu’un élément de 3-torsion. Cette observation
montre que les groupes algébriques G et GLn surQ ne sont pas isomorphes ; par contre, les groupes
algébriques G⊗Q Q(i) et GLn surQ(i) sont isomorphes.
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3. REPRÉSENTATIONS LINÉAIRES

L’objectif principal de ce chapitre est le théorème suivantde C. CHEVALLEY : tout groupe al-
gébrique G est isomorphe à un sous-groupe d’un groupe linéaire GLn ; en outre, étant donné un
sous-groupe H de G, on peut réaliser G comme un sous-groupe deGLn de telle sorte que, pour toute
k-algèbre R, H(R) soit le sous-groupe de G(R) constitué des matrices de la forme




∗ ∗ . . . ∗
0
... ∗
0




Il découle en particulier de ce théorème quetout groupe algébrique peut se voir comme un groupe
(fonctoriel) de matrices.

3.1. Généralités

(3.1.1)Soit C une catégorie quelconque. Si G est un foncteur en groupes sur C et E est un foncteur
en ensembles sur C, on définit de manière naturelle uneaction de G sur E comme la donnée d’un
morphisme de foncteurs

ϕ : G×E→ E

tel que les diagrammes

G×G×E×ϕ
idG×ϕ //

m×idE

��

G×E

ϕ
��

G×E ϕ
// E

et 1×E
e×idE //

∼
III

II
III

II

II
II

III
II

I
G×E

ϕ
��

E

oùm (resp.e) désigne la multiplication (resp. le neutre) de G, soient commutatifs.

Les arguments utilisés pour démontrer la proposition 1.1.1montrent qu’il est équivalent de se
donner

– une actionϕ : G×E→ E de G sur E ;
– pour tout objet X de C, une actionϕX du groupe G(X) sur l’ensemble E(X) de telle sorte que,

pour toute flèchef : X → Y dans C, l’application E( f ) : E(X) → E(Y) soit équivariante relati-
vement aux groupes G(X) et G(Y), i.e.

E( f )(ϕX(g,x)) = ϕY(G( f )(g),E( f )(x))

pour tousg∈ G(X), x∈ E(X).

Exemple— Si G est un foncteur en groupes sur C, on peut considérer le foncteur en ensembles̃G
associé à G (i.e.̃G(X) est l’ensemble sous-jacent au groupe G(X)) et faire agir G sur̃G par translation
à gauche en considérant le morphisme de foncteursϕ : G× G̃→ G̃ défini parϕX(g,h) = ghpour tout
objet X de C et tousg,h∈ G(X). On peut également faire agir G surG̃ par conjugaison.

Un autre exemple : on considère le foncteur en ensembles E défini par
– pour tout objet X de C, E(X) est l’ensemble des sous-groupes de G ;
– pour toute flèchef : X → Y dans C, E( f ) est l’application envoyant un sous-groupe H de G(X)

sur le sous-groupe G( f )H de G(Y).

(3.1.2)Soitk un corps et soit V unk-espace vectoriel. On associe à V un foncteur V: Algk → Ensen
posant
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– pour toutek-algèbre R, V(R) est le R-module libre V⊗k R ;
– pour tout homomorphisme dek-algèbref : R→ R′, V( f ) est l’application R-linéaire

V ⊗k R→ V ⊗k R′, ∑
α

vα ⊗λα 7→ ∑
α

vα ⊗ f (λα).

Remarques— 1. Si(ei)i∈I est une base de V,(ei ⊗1)i∈I est une base du R-module libre V⊗k R.

2. Une application R-linéaireu de V⊗k R dans un R-module M est uniquement déterminée par sa
restriction au sous-ensemble V⊗k 1 = {v⊗1 ; v∈ V} de V⊗k R, que l’on identifie canoniquement à
V. En effet, tout élément de V⊗k R s’écrit sous la forme∑α vα ⊗λα et

u(∑
α

vα ⊗λα) = ∑
α

u(vα ⊗1)λα .

Lemme 3.1.1— Soit V un k-espace vectoriel et soit f: R→ R′ un homomorphisme de k-algèbres.
Étant donné un endomorphismeR-linéaire α de V ⊗k R, il existe un unique endomorphismeR′-
linéaire f∗(α) deV ⊗k R′ tel que le diagramme

V ⊗k R′
f ∗(α) // V ⊗k R′

V ⊗k R

idV⊗ f

OO

α
// V ⊗k R′

idV⊗ f

OO

soit commutatif.
On a f∗(idV⊗kR) = idV⊗kR′ et f∗(αβ ) = f ∗(α) f ∗(β ) pour tousα ,β ∈ EndR(V⊗k R). En particu-

lier, si α est un automorphisme, f∗(α) est un automorphisme.

Démonstration. L’application composée

V
α // V ⊗k R

idV⊗ f // V ⊗k R′

estk-linéaire et donc se prolonge de manière unique en une application R′-linéaireα ′ : V ⊗k R′ →
V ⊗k R′. Par construction, les applications R-linéairesα ′ ◦ (idV ⊗ f ) et (idV ⊗ f )◦α de V⊗k R dans
V ⊗k R′ coïncident sur le sous-ensemble V⊗1 de V⊗k R ; elles sont donc égales et il suffit de poser
f ∗(α) = α ′. L’unicité est claire puisque la restriction def ∗(α) au sous-ensemble V⊗1 de V⊗k R′

est donnée.
Les identitésf ∗(idV⊗kR) = idV⊗kR′ et f ∗(αβ ) = f ∗(α) f ∗(β ) se déduisent immédiatement de l’uni-

cité. 2

Le lemme précédent permet de définir un foncteur en groupes GLV sur Algk :
– pour toutek-algèbre R, GLV(R) est le groupe des automorphismes R-linéaires du R-module

V ⊗k R ;
– pour toute flèchef : R → R′, GLV( f ) est l’homomorphisme GLV(R) → GLV(R′) envoyantα

sur f ∗(α).

Proposition 3.1.2— SoitV un k-espace vectoriel. Pour que le foncteur en groupeGLV soit un groupe
algébrique sur k, il faut et il suffit queV soit de dimension finie.

Démonstration. Le choix d’une base(ei)i∈I de V surk permet de définir un isomorphisme de foncteurs
en groupes entre GLV et le foncteur

GI : Algk → Gr, R 7→ {matrices inversibles dans MI(R)}

en associant à chaque automorphisme R-linéaire de V⊗k R =
⊕

i∈I R(ei ⊗1) sa matrice dans la base
(ei ⊗1)i∈I .

Ainsi, si V est de dimension finied, alors GLV est isomorphe au foncteur en groupes GLd et il
s’agit donc d’un groupe algébrique surk.
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Réciproquement, si le foncteur GLV est un groupe algébrique d’anneau de coordonnées A, alors le
foncteur GI est représenté par le couple(A,α), oùα est un certain élément de GI(A) ; en particulier,
pour toutek-algèbre R, chaque matrice inversible M∈ MI(R) est de la formef (α) pour un certain
homomorphisme dek-algèbresf : A → R.

Considérons lak-algèbre K= k((X i)i∈I) des fractions rationnelles en des indérminées Xi, i ∈ I.
Par hypothèse, lak-algèbre A est de type fini donc il existet1, . . . , tn ∈ A tel que tout élémenta de
A s’écrire sous la forme d’un polynôme ent1, . . . , tn à coefficients dansk ; il en découle que, pour
tout homomorphisme dek-algèbre f : A → K, la matrice f (α) fait intervenir qu’un nombre fini
d’indéterminées Xi. Si l’ensemble I est infini, la matrice de l’automorphisme K-linéaireu de V⊗k K
défini paru(ei ⊗1) = X i(ei ⊗1) pour touti ∈ I fait intervenir une infinité d’indéterminées et donc ne
peut pas s’écrire sous la formef (α). Ainsi, le foncteur en groupe GLV n’est pas un groupe algébrique
si l’ensemble I est infini. 2

Définition 3.1.3— SoitG un groupe algébrique sur k et soitV un k-espace vectoriel. Unereprésen-
tation linéairede G dansV est une action deG sur V telle que, pour toute k-algèbreR, le groupe
G(R) agisse par automorphismesR-linéaires surV ⊗k R.

Pour tout groupe algébrique G surk et toutk-espace vectoriel V, il revient au même de se donner
une représentation linéaireϕ : G×V → V ou un morphisme de foncteurs en groupesρ : G→ GLV .
La correspondance est donnée par l’identité

ρR(g) = ϕR(g, ·)

pour toutek-algèbre R et toutg∈ G(R).

Exemples— 1. On définit une représentation linéaire de SL2 dans l’espace vectorielk[X,Y]2 =
kX2⊕kXY ⊕Y2 des polynômes homogènes de degré 2 en X et Y de la manière suivante. Pour toute
k-algèbre R, le groupe SL2(R) opère naturellement sur le R-module RX⊕RY via

(
a b
c d

)
.(X,Y) = (X,Y)

(
a b
c d

)
= (aX +bY,cX +dY).

On en déduit une action de SL2(R) sur V⊗k R = RX2⊕RXY ⊕RY2 définie par
(

a b
c d

)
.X2 = (aX +bY)2 = a2X2 +2abXY +b2Y2,

(
a b
c d

)
.Y2 = (cX +dY)2 = c2X2+2cdXY +d2Y2

et (
a b
c d

)
.XY = (aX +bY)(cX +dY) = acX2 +(ad+bc)XY +bdY2.

On dispose plus généralement d’une représentation naturelle de SLn dans l’espace vectoriel
k[X1, . . . ,Xn]d des polynômes homogènes de degréd en n indéterminées : pour toutek-algèbre R,
SLn(R) opère sur R[X1, . . . ,Xn]1 = RX1⊕ . . .⊕RXn via

(g.X1, . . . ,g.Xn) = (X1, . . . ,Xn)
tg

et il en découle une action de SLn(R) sur R[X1, . . . ,Xn]d = k[X1, . . . ,Xn]d ⊗k R définie par

g.P(X1, . . . ,Xn) = P(g.X1, . . . ,g.Xn).

2. On dispose d’une représentation linéaire naturelle du groupe algébrique GLn dans l’espace vec-
toriel V = Mn(k) : pour toutek-algèbre R, V⊗k R≃ Mn(R) et on fait opérer le groupe GLn(R) par
conjugaison :g.M = gMg−1.
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Il est aisé d’expliciter cette représentation en utilisantla base canonique de Mn(k) formée des
matrices élémentaires Ei j (1 6 i, j 6 n). Pourn = 2, on obtient les formules suivantes :

si g =

(
a b
c d

)
∈ GLn(R) et δ = ad−bc, alors

g.E11 =
1
δ

(adE11−abE12+cdE21−bcE22), g.E12 =
1
δ

(−acE11+a2E12−c2E21+acE22)

g.E21 =
1
δ

(bdE11−b2E12+d2E21−bdE22) et g.E22 =
1
δ

(−bcE11+abE12−cdE21+adE22).

(3.1.3)Considérons unk-espace vectoriel V de dimension finie et soit W un sous-espace vectoriel de
V.

Proposition 3.1.4— Le foncteur

Stab(W) : Algk → Gr , R 7→ {g∈ GLV | g(W⊗k R) ⊂ W⊗k R}

est un groupe algébrique et l’inclusion canoniqueStab(W) →֒ GLV en fait un sous-groupe deGLV .

Démonstration. Considérons une base(e1, . . . ,em) de W et complétons-la en une base(e1, . . . ,en) de

V. L’isomorphisme GLV
∼ // GLn obtenu en associant à tout élémentg∈ GLV(R) = GL(V⊗k R)

sa matrice dans la base(e1⊗1, . . . ,en⊗1) identifie le sous-foncteur en groupes Stab(W) de GLV au
sous-foncteur en groupes F de GLn tel que

F(R) =

{(
M M ′

0 M′′

)
; M ∈ GLm(R), M′ ∈ Mm,n−m(R) et M′′ ∈ GLn−m(R)

}

pour toutek-algèbre R.
Le foncteur F est manifestement un sous-groupe algébrique de GLn, son anneau de coordonnées

étant le quotient deO(GLn) = k[(X i j ),T]/(Tdet(X i j )− 1) par l’idéal engendré par les Xi j avec
m+ 1 6 i 6 n et 16 j 6 m. Par conséquent, Stab(W) est un sous-groupe algébrique de GLV . 2

Plus généralement, étant donnés un groupe algébrique G surk et une représentationρ : G→ GLV

de G dans V, le produit fibré G×GLV Stab(W) du diagramme

G
ρ

%%JJJJJJJJJJ

GLV

Stab(W)
,

�

::uuuuuuuuu

est un groupe algébrique (cf. 2.3.3). Quelle que soit lak-algèbre R,

(G×GLV Stab(W))(R) = {(g,h) ∈ G(R)×Stab(W)(R) | ρR(g) = h}

= {g∈ GLV(R) | ρR(g)(W⊗k R) ⊂ W⊗k R}

s’identifie au sous-groupe deG(R) constitué des éléments stabilisant le sous-module W⊗k R de
V ⊗k R. On dit que G×GLV Stab(W) est lestabilisateurde W dans V et on le note StabG(W).

L’anneau de coordonnées de StabG(W) estO(G)⊗O(GLV) O(Stab(W)). La première projection
G×GLV Stab(W) → G fournit un homomorphisme canoniquej de StabG(W) dans G correspondant à
l’homomorphisme

j∗ : O(G) → O(G)⊗O(GLV) O(Stab(W)), a 7→ a⊗1.
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Ce dernier est surjectif,(2) donc StabG(W) est un sous-groupe de G.

(3.1.4)Étant donné un groupe algébrique G d’anneau de coordonnées A, nous allons maintenant voir
qu’il est équivalent de se donner une représentation linéaire de G dans unk-espace vectoriel V ou
d’équiper V d’une structure decomodulesur A.

Soit ρ : G → GLV une représentation linéaire. Ayant choisi un isomorphismede foncteurs G≃
hA , on dispose pour toutek-algèbre R et tout élémentg de G(R) = HomAlgk

(A,R) d’un digramme
commutatif

G(A)×V
ρA //

G(g)×idV

��

V ⊗k A

idV⊗g
��

G(R)×V ρR

// V ⊗k R

et g est l’image de l’élément idA de G(A) = HomAlgk
(A,A) par l’application G(g). On en déduit

l’identité

ρR(g,v) = ((idV ⊗g)◦ρA)(idA ,v)

pour tout vecteurv ∈ V, ce qui montre que la représentationρ est complètement déterminée par la
donnée de l’applicationk-linéaire

ρ̃ = ρA(idA ⊗·) : V → V ⊗k A.

Exemple— Considérons le groupe additifGa et la représentation linéaireρ dans lek-espace vectoriel
V = ke1⊕ke2 définie par

ρR(t).e1⊗1 = e1⊗1 et t.e2⊗1 = t(e1⊗1)+e2⊗1 = e1⊗ t +e2⊗1

pour toutek-algèbre R et toutt ∈ Ga(R) = R.
L’anneau de coordonnées deGa est lak-algèbre A= k[T] et les bijections

HomAlgk
(k[T],R) → Ga(R) = R, u 7→ u(T)

définissent un isomorphisme de foncteurs hA ≃ Ga ; via cette identification, idA correspond en parti-
culier à l’élément T deGa(k[T]) = k[T]. Il en découle quẽρ est l’applicationk-linéaire

V → V ⊗k k[T], e1 7→ e1⊗1, e2 7→ e1⊗T+e2⊗1

et, pour toutek-algèbre R et tout élémentt deGa(R) = R, ρR(t, ·) est l’application composée

V
ρ̃ // V ⊗k k[T]

idV⊗t // V ⊗k R

obtenue en spécialisant T ent.

Proposition 3.1.5— Soit G un groupe algébrique sur k et soit (A, ∆, e∗, ι) la k-bigèbre associée.
Pour tout k-espace vectorielV, il revient au même de se donner :

(i) une représentation linéaireρ : G→ GLV ;

(2)L’homomorphismei∗ : O(GLV) → O(Stab(W)) correspondant à l’inclusion canoniquei : Stab(W) →֒ GLV est surjectif
(cf. la démonstration de la proposition 3.1.4). Par suite, tout élément de

O(G) → O(G)⊗O(GLV) O(Stab(W))

de la formea⊗b s’écrita⊗ i∗(c) = aρ∗(c)⊗1 avecc∈ O(GLV) et la surjectivité dej∗ en découle.
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(ii) une application k-linéairẽρ : V → V ⊗k A telle que les deux diagrammes

V
ρ̃ //

ρ̃
��

V ⊗k A

ρ̃⊗idA

��
V ⊗k A

idV⊗∆
// V ⊗k A ⊗k A

et V
ρ̃ //

FF
FF

FF
FF

F

FF
FF

FF
FF

F V ⊗k A

idV⊗e∗

��
V ⊗k k

soient commutatifs.
À une représentation linéaireρ correspond l’applicatioñρ = ρA(idA , ·).
À une applicatioñρ : V → V⊗k A satisfaisant aux deux conditions de (ii) correspond la représen-

tation linéaireρ telle que, pour toute k-algèbreR et tout élément g deG(R) = HomAlgk
(A,R), ρR(g)

soit l’unique automophismeR-linéaire deV ⊗k R prolongeant l’application k-linéaire

V
ρ̃ // V ⊗k A

idV⊗g // V ⊗k R.

Démonstration. Soit ρ une représentation linéaire de G dans V et soitρ̃ = ρA(idA , ·) ; on a vu que,
pour toutek-algèbre R et tout élémentg de G(R) = HomAlgk

(A,R), ρR(g) est l’unique automorphisme
R-linéaire de V⊗k R prolongeant l’applicationk-linéaire

V
ρ̃ // V ⊗k A

idR⊗g // V ⊗k R .

Considérons deux élémentsg,h de G(R) et calculons successivementρR(gh) et ρR(g)◦ρR(h).
Par définition de la comultiplication∆ de A,gh est l’homomorphisme dek-algèbres A→ R défini

comme le composé

A
∆ // A ⊗k A

g⊗h // R⊗k R mult // R

doncρR(gh) est l’unique automorphisme R-linéaire de V⊗k R prolongeant l’applicationk-linéaire

V
ρ̃ // V ⊗k A

idV⊗∆// V ⊗k A ⊗k A
idV⊗g⊗h// V ⊗k R⊗k R

idV⊗mult// V ⊗k R.

D’autre part, siv est un vecteur de V, alorsρR(h).v = ∑i vi ⊗λi avecvi ∈ V et λi ∈ R, puis

(ρR(g)◦ρR(h)).v = ρ(g).∑
i

vi ⊗λi

= ∑
i

(ρR(g).vi)λi

dans V⊗k R. Ainsi, ρR(g) ◦ ρR(h) est l’unique automorphisme R-linéaire de V⊗k R prolongeant
l’applicationk-linéaire

V
ρ̃ // V ⊗k A

ρ̃⊗idA// V ⊗k A ⊗k A
idV⊗g⊗h// V ⊗k R⊗k R

idV⊗mult// V ⊗k R .

L’identité ρR(gh) = ρR(g)◦ρR(h) est donc équivalente à la commutativité du diagramme

V
ρ̃ //

ρ̃
��

V ⊗k A

ρ̃⊗idA

��
V ⊗k A

idV⊗∆
// V ⊗k A ⊗k A

mult◦(g⊗h)

''NNNNNNNNNNN

V ⊗k R.
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Comme ceci doit être vrai pour toutek-algèbre R et tousg,h∈ G(R) = HomAlgk
(A,R), on en déduit

immédiatement que le diagramme

V
ρ̃ //

ρ̃
��

V ⊗k A

ρ̃⊗idA

��
V ⊗k A

idV⊗∆
// V ⊗k A ⊗k A

est commutatif (considérer R= A ⊗k A et prendre pourg (resp.h) l’homomorphisme de A dans
A ⊗k A envoyanta sura⊗1 (resp. sur 1⊗a), de sorte queg⊗h soit l’identité de A⊗k A).

L’élément neutreeR du groupe G(R) correspond à l’homomorphisme dek-algèbres de A dans R
obtenu en composante∗ : A → k par l’unique homomorphisme dek-algèbresu : k → R. Par suite,
l’identité ρk(ek) = idV équivaut à la commutativité du diagramme

V
ρ̃ //

FF
FF

FF
FF

F

FF
FF

FF
FF

F V ⊗k A

idV⊗e∗

��
V ⊗k k

Partons réciproquement d’une applicationk-linéaire ρ̃ de V dans V⊗k A satisfaisant aux deux
conditions de (ii). Pour toutek-algèbre R et toutg ∈ G(R) = HomAlgk

(A,R), on désigne parρR(g)
l’unique endomorphisme R-linéaire de V⊗k R prolongeant l’applicationk-linéaire(idV ⊗g)◦ ρ̃ . La
discussion précédente montre que l’on aρR(gh) = ρR(g)ρR(h) et ρR(eR) = idV⊗kR pour toutek-
algèbre R et tousg,h ∈ G(R) ; en particulier,ρR(g) est unautomorphismeR-linéaire de V⊗k R et
on conclut que les homomorphismes de groupesρR : G(R)→ GLV(R) définissent une représentation
linéaireρ de G dans V telle quẽρ = ρA(idA , ·). 2

La structure mise en évidence au point (ii) de la propositionprécédente mérite d’être baptisée.

Définition 3.1.6— Soit(A,∆,e∗, ι) est une k-bigèbre. UncomodulesurA est la donnée d’un k-espace
vectorielV et d’une application k-linéairẽρ : V → V ⊗k A telle que les deux diagrammes

V
ρ̃ //

ρ̃
��

V ⊗k A

ρ̃⊗idA

��
V ⊗k A

idV⊗∆
// V ⊗k A ⊗k A

et V
ρ̃ //

FF
FF

FF
FF

F

FF
FF

FF
FF

F V ⊗k A

idV⊗e∗

��
V ⊗k k

soient commutatifs.
Unsous-comoduledeV est un sous-espace vectorielW deV tel que l’image deW par l’application

ρ̃ soit contenue dans le sous-espace vectorielW⊗k A deV ⊗k A.

Exemple— Reprenons le premier exemple donné après la définition 3.1.3, soit l’action naturelle
de SL2 sur V= k[X,Y]2. Ici, A = k[X11,X12,X21,X22]/(X11X22−X12X21− 1) et la représentation
envisagée correspond à l’applicationk-linéaire

k[X,Y]2 → k[X,Y]2⊗k A

définie par

X2 7→ X2⊗X2
11+XY ⊗2X12X11+Y2⊗X2

12, Y2 7→ X2⊗X21+XY ⊗2X21X22+Y2⊗X2
22

et
XY 7→ X2⊗X11X21+XY ⊗ (X11X22+X12X21)+Y2⊗X12X22.
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3.2. Représentation régulière

Soit G un groupe algébrique surk d’anneau de coordonnées A ; on fixe un isomorphisme de fonc-
teurs hA ≃ G, d’où l’on déduit une structure dek-bigèbre(A,∆,e∗, ι) sur A (voir 2.2.1). La comulti-
plication∆ : A → A⊗k A munit A d’une structure de comodule sur A : en effet, les deuxdiagrammes
à considérer sont bien commutatifs puisque ce sont respectivement celui exprimant la coassociativité
de∆ et celui caractérisant la counitée∗. On en déduit une représentation linéaire G→ GLA , appelée
représentation régulière.

On peut donner de cette représentation une interprétation instructive. Étant donnée unek-algèbre
R, on désigne parF (G(R),R) l’ensemble de toutes les fonctions sur G(R) à valeurs dans R, que l’on
munit de sa structure naturelle de R-algèbre.

Tout élémentf de A définit naturellement une fonctionf ∈ F (G(R),R), à savoir

G(R) = HomAlgk
(A,R) → R, s 7→ f (s) = s( f ).

La correspondancef 7→ f est manifestement un homomorphisme dek-algèbres de A dans
F (G(R),R), lequel se prolonge en un homomorphisme de R-algèbres A⊗k R → F (G(R),R).
Notons que cet homomorphisme n’est généralementpasinjectif lorsque R est fixée : par exemple, si
R = k = Fp et G= Ga, il s’agit de l’applicationFp[T]→ F (Fp,Fp), f 7→ (x 7→ f (x)), qui s’annule
identiquement sur Xp−X. On obtient par contre l’injectivité en faisant varier R : précisément, sif
est un élément de A⊗kR induisant la fonction nulle sur G(R′) pourtouteR-algèbre R′, alorss( f ) = 0
quel que soit l’homomorphismesde A dans R′ et, prenant R′ = A⊗k R avecs= idA⊗kR, alors f = 0.

Étant donnéf ∈ A ⊗k R, on peut composer la fonctionf : G(R) → R avec la multiplication
G(R)× G(R) → G(R) pour obtenir une fonction sur G(R)×G(R). Si l’on revient à la définition
de f , on constate qu’il s’agit de l’application envoyant le couple (s, t) ∈ G(R)×G(R) sur l’image de
(s⊗t)∆( f ) par l’homomorphisme produit R⊗kR→R. En d’autres termes, si l’on écrit∆( f )∈A⊗kA
sous la forme∆( f ) = ∑i gi ⊗hi, alors

f (st) = ∑
i

gi(s)hi(t).

Revenons maintenant à la représentation régulièreρ de G. Étant donnée unek-algèbre R, on fait
agir G(R) par automorphismes R-linéaires de A⊗kR : às∈G(R) correspond l’unique automorphisme
R-linéaireρ(s) de A⊗k R prolongeant l’applicationk-linéaire

A → A ⊗k R, f 7→ (idA ⊗s)∆( f ).

Si f ∈ A et si ∆( f ) = ∑i gi ⊗hi , alorsρ(s). f = ∑i gi ⊗s(hi) = ∑i gi ⊗hi(s) et donc

ρ(s). f (t) = ∑
i

gi(t)hi(s) = f (ts).

On dispose ainsi d’un diagramme commutatif

A ⊗k R
ρ(s) //

��

A ⊗k R

��
F (G(R),R) // F (G(R),R)

dans lequel
– les flèches verticales sont les applicationsf 7→ f ;
– la flèche horizontale inférieure est l’automorphisme deF (G(R),R) envoyant une fonctionϕ

sur la fonction

ϕ(·s) : G(R)
·s // G(R)

ϕ // R .
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Cette interprétation de la représentation régulièreρ : G→ GLA met en évidence le fait qu’il s’agit
d’une représentationfidèle, c’est-à-dire que l’homomorphisme de groupesρR est injectif quelle que
soit lak-algèbre R. En effet, sisest un élément de G(R) tel queρR(s) soit l’identité de A⊗k R, alors
f (·s) = f pour tout f ∈ A, donc

s( f ) = f (s) = f (eRs) = f (eR) = eR( f )

pour tout élémentf de A, et par suites= eR puisqu’il s’agit de deux homomorphismes dek-algèbres
de A dans R.

Considérons finalement un sous-groupe H de G. Par définition,l’anneau de coordonnées de H est
un quotient de celui de G ; il est donc de la forme A/I pour un certain idéalI de A.

Lemme 3.2.1— L’idéal I est précisément l’ensemble des éléments f deA tels que, pour toute k-
algèbreR, la fonction f : G(R) → R s’annule identiquement sur le sous-groupeH(R).

Plus généralement, quelle que soit la k-algèbreR, I⊗k R est le sous-ensemble deA ⊗k R formé
des éléments f tels que, pour touteR-algèbreR′, la fonction f : G(R′) → R′ s’annule identiquement
sur le sous-groupeH(R′).

Démonstration. Démontrons directement la seconde assertion, plus générale (faire R= k pour obtenir
la première).

Considérons une R-algèbre R′. Par définition, la fonction sur G(R′) associée à un élémentf de
A ⊗k R est l’application

f : G(R′) = HomAlgR
(A ⊗k R,R′) → R′, s 7→ f (s) = s( f ).

Un élémentsde G(R′) appartient au sous-groupe H(R′) de G(R′) si et seulement si l’homomorphisme
A⊗kR→R′ lui correspondant se factorise à travers la projection canonique A⊗kR→A⊗kR/I⊗kR,
donc si et seulement sif (s) = s( f ) = 0 pour tout élémentf deI⊗k R. Cela montre en particulier que
la fonction f sur G(R′) associée àf ∈ A ⊗k R est identiquement nulle, quelle que soit la R-algèbre
R′, si f appartient àI⊗k R.

Réciproquement, sif (s) = 0 pour toute R-algèbre R′ et touts∈ H(R′), on a alors en particulier
s( f ) = f (s) = 0 lorsque R′ = A ⊗k R/I⊗k R ets est la projection canonique de A⊗k R sur R′, d’où
f ∈ I⊗k R. 2

3.3. Le théorème de Chevalley

(3.3.1)Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème annoncé en introduction de ce
chapitre.
Théorème 3.3.1 (Chevalley)— SoitG un groupe algébrique sur k.

(i) Il existe un k-espace vectorielV de dimension finie et une représentation linéaireρ deG dans
V tel que l’homomorphismeρ : G→ GLV induise un isomorphisme deG sur un sous-groupe de
GLV .

(ii) Étant donné un sous-groupeH de G, il existe un espace vectorielV de dimension finie, une
représentation linéaireρ : G→ GLV et un sous-espace vectorielW deV tels queρ induise un
isomorphisme deG sur un sous-groupe deGLV et H = StabG(W).

Lemme 3.3.2— SoitV un comodule sur une k-bigèbreA. Tout élément v deV est contenu dans un
sous-comoduleW deV de dimension finie.
Démonstration. Considérons une base(ai)i∈I de A en tant quek-espace vectoriel. Tout élément

de V⊗k A s’écrit d’une manière et d’une seule sous la forme∑i∈I vi ⊗ ai , où (vi)i∈I est une famille
d’éléments de V ne contenant qu’un nombre fini de vecteurs nonnuls.
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Fixons un élémentv de V et soit W0 le sous-espace vectoriel de V engendré par les vecteursvi

apparaissant dans
ρ̃(v) = ∑

i∈I

vi ⊗ai .

Il s’agit d’un sous-espace de dimension finie puisqu’il n’y aqu’un nombre fini devi non nuls. Le
premier axiome définissant la structure de comodule sur V estl’identité (ρ̃ ⊗ idA)◦ ρ̃ = (idV ⊗∆)◦ ρ̃,
où ∆ désigne la comultiplication de A. On a

[(ρ̃ ◦ idA)◦ ρ̃](v) = ∑
i∈I

ρ̃(vi)⊗ai

et
[(idV ◦∆)◦ ρ̃ ](v) = ∑

i∈I

vi ⊗∆(ai).

La famille (a j ⊗aℓ)( j,ℓ)∈I2 est une base duk-espace vectoriel A⊗k A, donc

∆(ai) = ∑
( j,ℓ)∈I2

λ i
j,ℓa j ⊗aℓ

avecλ i
j,ℓ ∈ k ; par suite,

[(idV ◦∆)◦ ρ̃](v) = ∑
(i, j,ℓ)∈I3

λ i
j,ℓvi ⊗a j ⊗aℓ

= ∑
ℓ∈I

(

∑
(i, j)∈I2

λ i
j,ℓvi ⊗a j

)
⊗aℓ.

En comparant les deux expressions obtenues pour[(ρ̃ ◦ idA)◦ ρ̃ ](v) = [(idV ◦∆)◦ ρ̃](v), on obtient

ρ̃(vℓ) = ∑
(i, j)∈I2

λ i
j,ℓvi ⊗a j

pour toutℓ ∈ I. On a ainsĩρ(vℓ) ∈ W0⊗A pour toutℓ ∈ I, doncρ̃(W0) ⊂ W0⊗k A.
Finalement, W= W0 + kv est un sous-espace vectoriel de V de dimension finie contenant v et tel

queρ̃(W) ⊂ W⊗k A. 2

Démonstration du théorème de Chevalley— (i) Soit A l’anneau des coordonnées de G. Par hypo-
thèse, A est unek-algèbre de type fini, donc engendrée par un nombre fini d’élémentst1, . . . , tN en tant
quek-algèbre (c’est-à-dire que tout élément de A s’écrit sous laforme d’un polynôme en lest1, . . . , tN
à coefficients dansk).

En vertu du lemme précédent,t1, . . . , tN sont contenus dans un sous-comodule V de A de dimension
finie. La représentation régulière G→ GLA induit une représentation linéaireρ : G→ GLV et il nous
reste à vérifier queρ induit un isomorphisme de G sur un sous-groupe de GLV , c’est-à-dire que
l’homomorphismeρ∗ : O(GLV) → O(G) = A est surjectif.

Fixons une base(e1, . . . ,en) duk-espace vectoriel V et utilisons-la pour identifier les groupes algé-
briques GLV et GLn. Considérons la matrice(ai j ) ∈ Mn(A) définie par les identités

ρ̃(ej) = ∑
16i6n

ei ⊗ai j

(16 i 6 n) ; vu la correspondance entreρ et ρ̃ décrite en 3.1.4, l’applicationk-linéaireρ̃ : V →V⊗kA
est induite par l’automorphisme de V⊗k A provenant de l’élément idA de G(A). Il en découle que
(ai j ) est la matrice de cet automorphisme dans la base(e1⊗1, . . . ,en⊗1) de V⊗k A, ce qui revient
à dire que(ai j ) est l’image de l’élément idA de G(A) par l’homomorphismeρA : G(A) → GLn(A).
De manière équivalente,ai j est l’image de la coordonnée Xi j ∈ O(GLn) par l’homomorphismeρ∗ :
O(GLn) → O(G) = A. Par suite, l’image deρ∗ contient la sous-k-algèbre A0 de A engendrée par les
élémentsai j (1 6 i, j 6 n).
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Nous allons conclure en vérifiant que A0 contient les générateurst1, . . . , tN de A, donc est égale à
A. Il suffit de s’assurer que A0 contient le sous-espace vectoriel V. Par définition de la structure de
bigèbre, le diagramme

A
∆ //

FF
FF

FF
FF

F

FF
FF

FF
FF

F A ⊗k A

e∗⊗∆
��

k⊗k A

est commutatif ; on a par conséquent

ej = [(e∗⊗ idA)◦∆](ej)

= (e∗⊗ idA)

(

∑
16i6n

ei ⊗ai j

)

= ∑
16i6n

e∗(ei)ai j .

Ces identités mettent en évidence le fait que la base(ei) de V est contenue dans A0, donc V⊂ A0. On
a ainsi A= A0 et l’homomorphismeρ∗ est surjectif.

(ii) Soit I l’idéal de A définissant le sous-groupe H de G – c’est-à-dire le noyau de l’homomor-
phismeO(G) → O(H). L’anneau A étant unek-algèbre de type fini, il est noethérien et l’idéalI

est donc engendré par un nombre fini d’éléments. En appliquant le lemme précédent, il existe par
conséquent un sous-comodule V de A de dimension finie contenant un ensemble de générateurs de
la k-algèbre A (comme en (i)) ainsi qu’un ensemble de générateurs f1, . . . , fn de l’idéalI. Comme on
vient de l’établir, la représentation linéaireρ : G→ GLV induite par la représentation régulière de G
fournit un isomorphisme de G sur un sous-groupe de GLV .

Posons W= V ∩ I ; ce sous-espace vectoriel de V contient par construction les générateurs
f1, . . . , fn deI. Étant donnés unek-algèbre R et un éléments du sous-groupe StabG(W)(R) de G(R),
on dispose par hypothèse pour touti ∈ {1, . . . ,n} d’une identité

ρR(s, fi) = ∑
16 j6n

f j ⊗λi j

avecλi j ∈ R, d’où

s( fi) = f i(s) = fi(eRs) = ρR(s, fi)(eR) = ∑
16 j6n

f j(eR)λi j = 0

car, lesf j appartenant à l’idéalI, les fonctionsf j s’annulent identiquement sur le sous-groupe H(R)

de G(R) et donc en particulier au pointeR. On a ainsifi(s) = 0 pour touti ∈ {1, . . . ,n}, d’où f (s) = 0
pour tout élémentf deI puisquef1, . . . , fn engendrent cet idéal, et finalements∈ H(R).

Réciproquement, quels que soientf ∈ I et s∈ H(R), la fonction f (·s) s’annule identiquement sur
H(R′) pour toute R-algèbre R′ ; on a doncρR(s, f ) ∈ I⊗k R (lemme 3.3.2). Appliquant ceci avecf ∈
W = V∩I, on en déduit queρR(s, f ) appartient à(V⊗k R)∩ (I⊗kR), donc à(V∩I)⊗kR= W⊗k R
en vertu du lemme ci-dessous. Ainsi,s∈ StabG(W).

Nous venons d’établir l’identité H(R) = StabG(W)(R) pour toute k-algèbre R, donc H=
StabG(W).

2

Lemme 3.3.3— SoitV un k-espace vectoriel et soientW,W′ deux sous-espaces vectoriels deV. Pour
toute k-algèbreR, (W⊗k R)∩ (W′⊗k R) = (W∩W′)⊗k R.

Démonstration. Posons L= W∩W′. Partant d’une base de L, nous pouvons la compléter en une base
de W+W′ en lui ajoutant une base d’un supplémentaire de L dans W et celle d’un supplémentaire de L
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dans W′, puis compléter la famille libre obtenue en une base(ei)i∈I de V. On dispose par construction
de deux sous-ensembles J et J′ de I tels que les familles(ei)i∈J, (ei)i∈J′ et (ei)i∈J∩J′ soient des bases de
W, W′ et L respectivement.

Ceci fait, un élément de V⊗k R s’écrit de manière unique sous la forme∑i∈I ei ⊗λi avecλi ∈ R.
S’il appartient à W⊗k R (resp. à W′ ⊗k R), alorsλi = 0 pour touti ∈ I − J (resp.λi = 0 pour tout
i ∈ I −J′) et donc(W⊗k R)∩ (W′⊗k R) = (W∩W′)⊗k R. 2

(3.3.2) On peut préciser la seconde assertion du théorème de Chevalley en imposant que le sous-
espace vectoriel W soit de dimension 1.

Soit V un k-espace vectoriel de dimension finien. On dispose pour tout nombre entier
d ∈ {1, . . . ,n} d’une représentation linéaire naturelleλd de GLV dans lad-ème puissance exté-
rieure Λd(V) de V : quelle que soient lak-algèbre R et l’automorphisme R-linéaireg de V⊗k R,
λd,R(g) est l’automorphisme R-linéaire deΛd(V)⊗k R = Λd(V ⊗k R) qui envoie und-vecteur de la
formev1∧ . . .∧vd sur led-vecteurg(v1)∧ . . .∧g(vd).

Si l’on fixe une base(e1, . . . ,en)16i6n de V surk, on obtient une base duk-espace vectorielΛd(V)
en considérant tous lesd-vecteurseϕ = eϕ(1) ∧ . . .∧eϕ(d), oùϕ parcourt l’ensemble des applications
strictement croissantes de{1, . . . ,d} dans{1, . . . ,n}. L’homomorphismeλd,R associe alors à un au-
tomorphisme R-linéaireg de V⊗k R, de matrice M= (mi j ) dans la base(ei ⊗ 1), l’automorphisme
R-linéaire deΛd(V⊗kR) dont la matriceΛdM = (xϕ ,ψ) dans la base(eϕ ⊗1) est définie par la condi-
tion suivante :

xϕ ,ψ = det
(
mϕ(i)ψ( j)

)
16i, j6d

.

(C’est la matrice des déterminants mineurs d’ordred de la matrice M.)

Proposition 3.3.4— SoitW un sous-espace vectoriel deV de dimension d. Le sous-groupeStab(W)
deGLV est le stabilisateur de la droiteΛd(W) deΛd(V).

Démonstration. Fixons une base de V, disons(e1, . . . ,en), et considérons la base(eϕ) deΛd(V) qui
lui correspond. Posonsq =

(n
d

)
. En utilisant ces bases, nous sommes ramenés à démontrer l’assertion

suivante : pour toutek-algèbre R et toute matrice M∈ GLn(R), les conditions

(a) la matrice M est de la forme

(
A B
0 D

)
avec A∈ GLd(R), B ∈Md,n−d(R) et D∈ GLn−d(R) ;

(b) la matriceΛdM est de la forme

(
a P
0 Q

)
aveca∈ R×, P∈ M1,q−1(R) et Q∈ GLq−1(R)

sont équivalentes.

Il est clair que (a) implique (b). Considérons réciproquement une matrice M=

(
A B
C D

)
, avec

A ∈ Md(R), B ∈ Md,n−d(R), C∈ Mn−d,d(R) et D∈ Mn−d(R), telle queΛdM soit de la forme envi-

sagée en (b). La matrice A est inversible car det(A) = a ∈ R×. Si l’on pose N=

(
A−1 0

0 In−d

)
,

alors

NM =

(
Id A−1B
C D

)
, ΛdN =

(
a−1 P′

0 Q′

)
et Λd(NM) = (ΛdN)(ΛdM) =

(
1 P′′

0 Q′′

)

avec P′,P′′ ∈ M1,q−1(R) et Q′,Q′′ ∈ GLq−1(R) ; nous pouvons par suite supposer A= Id. Sous cette
hypothèse, le coefficient M d’indice(i, j) avec i ∈ {d + 1, . . . ,n} et j ∈ {1, . . . ,d} est, au signe
près, égal au coefficient deΛdM d’indice (ϕ ,ϕ0), où ϕ0 est l’injection canonique de{1, . . . ,d} dans
{1, . . . ,n} et ϕ est l’application de{1, . . . ,d} dans{1, . . . ,n} définie par

ϕ(ℓ) =





ℓ si ℓ < j
ℓ+1 si j 6 ℓ 6 d−1
i si ℓ = d
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On obtient ainsi C= 0. 2

Corollaire 3.3.5— Soit G un groupe algébrique sur k et soitH un sous-groupe deG. Il existe un
espace vectorielV de dimension finie et une représentation linéaireρ : G→ GLV induisant un iso-
morphisme deG sur un sous-groupe deGLV tels queH soit le stabilisateur d’une droite deV.

Démonstration. Considérons unk-espace vectoriel V′ de dimension finie et une représentation li-
néaireρ ′ : G → GLV′ induisant un isomorphisme de G sur un sous-groupe de GLV′ tels que H soit
le stabilisateur d’un sous-espace vectoriel W′ de V′ (théorème 3.1.1). D’après la proposition précé-
dente, H est le sous-groupe de G stabilisant la droiteΛd(W′) deΛ(V′) dans la représentation linéaire
Λdρ = λd ◦ρ ′ : G→ GLΛd(V′).

Posons V= V′⊕Λd(V′) et soit W la droiteΛd(W′) dans V. La représentationρ = ρ ′⊕Λdρ de
G dans GLV induit un isomorphisme de G sur un sous-groupe de GLV et H est le stabilisateur de la
droite W. 2
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APPENDICE : NOTIONS D ’ ALGÈBRE COMMUTATIVE ET DE GÉOMÉTRIE

ALGÉBRIQUE

On renvoie pour toutes les questions d’algèbre commutativeau livre Intoduction to Commutative
Algebrade M.F. Atiyah et I.G. Macdonald.

1. Définitions générales

Tout anneau possède un élément unité, noté 1. Sauf mention expresse du contraire, tous les anneaux
considérés sontcommutatifs.

(1.1) Algèbres— Si k est un anneau, unek-algèbreest la donnée d’un anneau A et d’un homomor-

phisme d’anneauxk
u // A. Un homomorphismede k-algèbresf : (A,u) → (B,v) est un homo-

morphisme d’anneauxf : A → B tel que f ◦u = v, c’est-à-dire tel que le diagramme

A
f // B

k

u

__>>>>>>>> v

@@�������

soit commutatif. Formulation équivalente : les homomorphismesu et v permettent de faire de voir
A et B comme desk-modules, et un homomorphisme dek-algèbres est alors un homomorphisme
d’anneauxk-linéaire.

Lesk-algèbres et leurs homomorphismes forment une sous-catégorie de la catégorie des anneaux,
que l’on noteAlgk ouk−alg. En général, si(A,u) est unek-algèbre, on omet de mentionner l’homo-
morphismeu et on parle simplement de lak-algèbre B.

Voici un exemple fondamental dek-algèbre : étant donné un ensemble I et une famille d’indétermi-
nées(X i)i∈I , l’anneau de polynômesk[(X i)i∈I ] muni de l’homomorphisme canoniquek→ k[(X i)i∈I ]
(envoyantλ ∈ k sur le polynôme constant égal àλ ) est unek-algèbre. Cettek-algèbre vérifie la pro-
priété universelle suivante : pour toutek-algèbre A, l’application

HomAlgk
(k[(X i)i∈I ],A) → HomEns(I,A), f 7→ f (X i)

est une bijection. En d’autres termes : si l’on désigne parχ l’application (I → k[(X i)i∈I ], i 7→ X i), le
couple(k[(X i)i∈I ],χ) représente le foncteur

Algk → Ens, A 7→ HomEns(I,A).

(1.2)Éléments nilpotents, diviseurs de zéro— Soit A un anneau. Un élémenta de A est ditnilpotent
s’il existe un entiern≥ 1 tel quean = 0. En vertu de la formule du binôme, les éléments nilpotents
constituent un idéal de A, appelénilradical de A et notéN(A). On dit que l’anneau A estréduit s’il
ne contient pas d’élément nilpotent non nul, c’est-à-dire si N(A) = {0}.

Un diviseur de zérodans A est un élémenta de A tel qu’il existeb∈ A −{0} vérifiantab= 0. On
dit que l’anneau A estintègres’il est non nulet s’il ne possède pas de diviseur de zéro. (On rappelle
que l’anneau nul est le singleton{0}, muni de la structure d’anneau définie par 0+0 = 0−0 = 0 et
1 = 0.)

De manière évidente, tout anneau intègre est réduit.

Un corpsest un anneau intègre dans lequel tout élément non nul est inversible.

(1.3) Idéaux premiers, maximaux— Soit A un anneau.

Un idéalp de A estpremiersi l’anneau quotient A/p est intègre. Cela revient manifestement à dire
quep est un idéalpropre (i.e.p 6= A) tel que, pour tousa,b∈ A, si ab∈ p alorsa∈ p oub∈ p.
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Un idéalm de A estmaximalsi l’anneau quotient A/m est un corps. On vérifie facilement que ceci
équivaut à dire quem est un élément maximal de l’ensemble des idéaux propres de A ordonné par
inclusion. Noter que tout idéal maximal esta fortiori un idéal premier.

Le spectre premierde A est l’ensemble de ses idéaux premiers ; on le note Spec(A). Le spectre
maximalde A est l’ensemble de ses idéaux maximaux ; on le note Spm(A).

En utilisant le lemme de Zorn, on démontre que tout idéal propre de A (c’est-à-dire distinct de A)
est contenu dans un idéal maximal de A. En appliquant ceci à l’idéal (0), on en déduit que les trois
conditions suivantes sont équivalentes : (i) Spec(A) = ∅, (ii) Spm(A) = ∅ et (iii) A = {0}.

(1.4) Modules— Si A est un anneau, on note Mod(A) la catégorie des A-modules (les flèches sont
les applications A-linéaires).

Étant donné un ensemble I, on désigne par A(I) l’ensemble des applicationsc : I →A qui s’annulent
sur le complémentaire d’un sous-ensemble fini de I. On munit A(I) d’une structure de A-module en
posant(c+ c′)(i) = c(i) + c′(i) et (ac)(i) = ac(i). Tout élémentc de A(I) s’écrit d’une manière et
d’une seule sous la formec = ∑i∈I c(i)ei , où ei ∈ A(I) est défini parei( j) = δi j . Ceci montre que
A(I) est un A-modulelibre, de base la famille(ei)i∈I . Ce A-module satisfait à la propriété universelle
suivante : pour tout A-module M et toute applicationu : I → M, il existe une unique application A-
linéaireũ : A(I) → M telle queu = ũ(ei). En d’autres termes : le couple constitué du A-module A(I)

et de l’application(I → A(I), i 7→ ei) représente le foncteur

Mod(A) → Ens, M 7→ HomEns(I,M).

2. Produit tensoriel

Soit k un anneau.
(2.1)Produit tensoriel de deux modules— Étant donnés deuxk-modules M et N, leproduit tensoriel
M ⊗k N est unk-module muni d’une applicationk-bilinéaire b : M × N → M ⊗k N qui vérifie la
propriété universelle suivante : pour toutk-module P et toute applicationk-bilinéaireΦ : M×N → P,
il existe une unique applicationk-linéaireϕ : M⊗k N → P telle queΦ = ϕ ◦b. En d’autres termes : le
couple(M ⊗k N,b) représente le foncteur

Mod(k) → Ens, P 7→ Bilk(M ×N,P).

L’existence duk-module M⊗k N se prouve en le construisant : on considére lek-module libre
k(M×N) que l’on quotiente par le sous-k-module R engendré par les éléments

λe(m,n) −e(λm,n), λe(m,n) −e(m,λn), e(m+m′,n) −e(m,n) −e(m′,n), e(m,n+n′) −e(m,n)−e(m,n′)

et on définit une applicationb : M×N → M⊗k N = k(M×N)/R en associant au couple(m,n) la classe
de e(m,n), notéem⊗ n. Il est très facile de vérifier que le couple(M ⊗k N,b) ainsi obtenu satisfait à
toutes les conditions désirées.

(2.2)Extension des scalaires— Soit f : k→ k′ un homomorphisme d’anneaux. On voitk′ comme un
k-module en faisant agirk surk′ via a.b = f (a)b.

Étant donné unk-module M, on vérifie aisément qu’il existe une unique structure dek′-module sur
k′⊗k M telle queµ(µ ′⊗m) = (µµ ′)⊗mpour tousµ ,µ ′ ∈ k′, m∈ M. Le k′-modulek′⊗k M satisfait
à la propriété universelle suivante : pour toutk′-module P et toute applicationk-linéaireu : M → P, il
existe une unique applicationk′-linéaireũ : k′⊗k → P telle queu(m) = ũ(1⊗m) pour toutm∈ M.

D’autre part, si M, N sont deuxk-modules etu : M → N est une applicationk-linéaire, on vérifie
qu’il existe une unique applicationk-linéaireuk′ = k′⊗k u : k′⊗k M → k′⊗k N telle queuk′(µ ⊗m) =
µ ⊗u(m) pour tousµ ∈ k′, m∈ M. On définit ainsi un foncteur

k′⊗k · : Mod(k) → Mod(k′),
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appeléextension des scalaires.

(2.3)Produit tensoriel d’algèbres— Soient(A,u) et(B,v) deuxk-algèbres ; on voit A et B comme des
k-modules viau et v respectivement. On vérifie aisément qu’il existe une uniquestructure d’anneau
sur A⊗k B telle que(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = (aa′)⊗ (bb′) pour tousa,a′ ∈ A, b,b′ ∈ B. Quel que soit
λ ∈ k, on au(λ )⊗ 1 = 1⊗ v(λ ) = λ (1⊗ 1) et on fait de cet anneau unek-algèbre en considérant
l’homomorphismew : k→ A ⊗k B, λ 7→ w(λ ) = u(λ )⊗1 = 1⊗v(λ ).

Désignons respectivement pariA et iB les applications(A → A ⊗k B,a 7→ a⊗ 1) et (B → A ⊗k

B,b 7→ 1⊗b) ; ce sont manifestement des homomorphismes dek-algèbres. On vérifie facilement que,
pour toutek-algèbre R et tous homomorphismes dek-algèbresfA : A → R, fB : B → R, il existe un
unique homomorphisme dek-algèbresf : A ⊗k B → R tel que fA = f ◦ iA et fB = f ◦ iB. En d’autres
termes : le triplet (A⊗k B, iA , iB) représente le foncteur

Algk → Ens, R 7→ HomAlgk
(A,R)×HomAlgk

(B,R).

Plus généralement, étant données troisk-algèbres A, B et C ainsi que des homomorphismes de
k-algèbres

A
uB //

uC

��

B

C

,

la k-algèbre B⊗A C représente le foncteur

Algk → Ens, R 7→
{
( fB, fC) ∈ HomAlgk

(B,R)×HomAlgk
(C,R) | fB ◦uB = fC◦uC

}
.

Autrement dit : pour toutek-algèbre R, se donner un homomorphismef de B⊗A C dans R équivaut
à se donner des homomorphismesfB : B → R et fC : C→ R tels que le diagramme en traits pleins

A
uB //

uC

��

B

iB
�� fB

��

C
iC
//

fC ,,

B⊗A C
f

##
R

soit commutatif.

(2.4)Exercices. Les exercices suivants présentent des propriétés importantes du produit tensoriel que
l’on établiera en raisonnant en termes de représentation defoncteurs.

1. Déterminer les couples d’entiers naturels(n,m) tels que leZ-moduleZ/nZ⊗Z Z/mZ soit nul.

2. Étant donnés un anneau A, un idéalI de A et un A-module M, démontrer que le A/I-module
A/I⊗A M est canoniquement isomorphe au A/I-module M/IM.

3. Soit A→ B un homomorphisme d’anneaux et soit I un ensemble. Démontrer que les B-modules
B⊗A A(I) et B(I) sont canoniquement isomorphes et expliciter cet isomorphisme.

4. Soit k → k′ un homomorphisme d’anneaux. Étant donnés un ensemble I et des indéterminées
(X i)i∈I , démontrer que lesk′-algèbresk′⊗k k[(X i)i∈I ] etk′[(X i)i∈I ] sont canoniquement isomorphes.

5. Soit k un anneau. Étant donnés deux ensembles I et J ainsi que des indéterminées(X i)i∈I et
(Y j) j∈J, démontrer que lak-algèbrek[(X i)i∈I ]⊗k k[(Y j) j∈J] est canoniquement isomorphe à lak-
algèbrek[(Zℓ)ℓ∈I∪J], où Zℓ = Xℓ⊗1 si ℓ ∈ I et Zℓ = 1⊗Yℓ si ℓ ∈ J.

6. Soientk un anneau et A, B deuxk-algèbres. Étant donnés des idéauxI et J de A et B respec-
tivement, démontrer que lak-algèbreA/I ⊗k B/J est canoniquement isomorphe au quotient de la
k-algèbre A⊗k B par l’idéal engendré parI⊗k B+A ⊗kJ.
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