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Exercice | — Soitk un corps et soit > 1 un nombre entier naturel. On considére un élénment
nul adek.

1. Etant donnée unk-algébre R, on désigne par(B) le groupe multiplicatif des éléments in-
versibles de I'anneau [R]/(T? — a). Tout homomorphisme de-algébresf : R — R’ induit natu-
rellement un homomorphisme d’anneaufR (T2 — a) — R[T]/(T? — a), lequel donne & son tour
naissance a un homomorphisme de groupel) GG(R) — G(R’). On a clairement Gdr) = idgr)
et G(f og) = G(f) 0o G(g), donc la correspondance

R— G(R), (R—f>R’)'—>(G(R)&>G(R/))

est un foncteur de la catégorie dealgébres dans celle des groupes.
Soit R unek-algébre. Désignant paila classe de T, R]/(T? — a) est un R-module libre de base
(1,t) et la multiplication est donnée par l'identifé+tv)(u' +tv) = (ud +aw') + (u + U'v)t. La R-

algébre RT]/(T? —a) admet par ailleurs un automorphisme naturetiéfini paro(u+tv) = u—tv,
etona

(U+tv)o(u+tv) = (U+tv)(u—tv) = > —av?
pour tousu,v € R.

Si un élémenk = u+tv de RT]/(T? — a) est inversible, il en est de méme pamufx) et I'identité
ci-dessus montre qu’alons® — av® est un élément inversible de R. Réciproquemenk siu+ tv
est un élément de [R]/(T? — a) tel quexa(x) = U2 —av? € R*, alorsx est inversible, d'inverse
(xa(x)"ta(x).

On a ainsi des bijections fonctorielles

G(R) ~ {(uv)eR?* W”—a”cR*}
{(u,w) e Rx Rx R|(®—a?)w =1}
~  Hompyg, (K[U,V,W]/((U?—-aV3)W —1),R)
gui montrent que le foncteur en ensembles G est représemtdaplalgebre de type fini
k[U,V,W]/((U?—aVv?)W — 1). Le foncteur G est donc un groupe algébriqueksur

2. Supposons qua = a? soit un carré dank et que le corpk soit de caractéristique différente
de 2. Sous ces hypothésey 2st inversible dank, donc dans tout&-algebre R, et les idéauXd —
a),(T+a) de RT] sont étrangers en vertu de lidentife(T+a) — 5= (T—a) = 1. Comme F—a=
(T—oa)(T+a), 'application

12

R[T]/(T?—a) —=R[T]/(T—a) xR[T]/(T+a), fmod(TZ—a)»—>(f modT—a),f mod(T+a))

est un isomorphisme d’anneaux en vertu du théoréme chieeisadtes. Cet isomorphismes est fonc-
toriel R. En composant par I'isomorphisme canonique
R[T]/(T—a)xR[T]/(T+a)—=RxR, (f modT—a),f modT+a))+— (f(a),f(-a)),

on obtient un isomorphisme dealgébres, fonctoriel en R, entr§ R/(T? —a) et Rx R. Comme
(RxR)* =R* x R*, le groupe G est isomorphe au groupe pro@jtx Gpm.



3. Supposons qua = a? soit un carré dank et que le corpk soit de caractéristique 2. Sous ces
hypothése, ¥—a=T?—a?= (T—a)?et, posant X= T — a, on obtient un isomorphisme fonctoriel
de R-algébres R]/(T? —a) ~ R[X]/(X?).

Désignant pax la classe de X, K]/(X?) est le R-module libre Ry Rx muni de la multiplication
(Uu+vx) (U +Vx) = ud + (W + Uv)x. Un élémentu+ vx est inversible si et seulementisie R* :
la condition est évidemment nécessaire, et elle est suffiszaru—2(u+ vx)(u—vx) = 1. Ainsi,
(R[T]/(T?))* est le groupe d’ensemble sous-jacenitRR et de loi de multiplication

(u,v)e (U,V)=(ud,uv +Uv).

L'application R xR — R* xR, (u,Vv) — (u,u"v) est une bijection transformant la loi de groupe
e en la loi standardu,v)(U,V) = (ud,v+V'). Comme cette application est fonctorielle en R, on en
déduit finalement que le groupe G est isomorphe au gréiype Ga.

Exercice Il — Premiére partie— 1. Pour toutek-algebre R, on identifie les ensembles {&R)
et Homyg, (A,R) en associant a une matrisec GLn(R) I'uniqgue homomorphisme dk-algébres
s: A — Rtel que

s(Xij) =sj et s(T)=defs) ™.
Lorsque R= k, cette bijection est reliée aux conventions adoptées damsricé : étant donnge
GLn(k),
s(Xij) =sj =Xij(s9) et s(T)=de(s) *=T(s)
et donc
s(f)=1(9)
pour toutf € A.

Etant donnés deux élémersgts de GL(R), leur produitst dans Gly(R) correspond & ’'homomor-
phisme dek-algébres

_ t
A A A(§'>R,

ou (s,t) désigne I'unique homomorphisme Balgébres ARy A — R tel que(s;t)(a® 1) = s(a) et
(st(lwa) =t(a).

Considérons finalement un élémedntle A et écrivong\(f) sous la formeé\(f) = 5. g @ h;. On
a

g(f) =((st)od)(f) = (s1)A(f) = (st) (Z(gi 21l hi)) = Z§(9i)1(hi)

le le

et, si R=k, cette identité se réécrit de maniére équivalente sousraefo

fst) = ZG(S)W(U.

2. Soit B lak-bigebre du groupe algébrique G. Identifiant les fonctelrs & Homug, (A, ) (resp.
G et Hompg, (B, -)), 'homomorphismei : G — GL, provient d’'un homomorphisme dealgebres
i*: A — B surjectif. Considérons alors le diagramme commutatif

G(K) — %~ GLA(K)

Nl lN

Hompg, (B, K) W Hompg, (A,K)



La fleche horizontale inférieure étant 'injection d'imagec Hompg, (A,K) | v(J) = 0}, la fleche
horizontale supérieure induit une bijection entrgkGet le sous-ensemble fermeé
{s€ GLn(K) | f(s) =0 pour toutf € 7}

de GL,(k). Noter que ce sous-ensemble de, () est un fait un sous-groupe puisgigeest un ho-
momorphisme de groupes.

3. Pour tout idéalJ de A, la bijection <GLn(k) —— Homagg, (A k), s— §) introduite a
la question 1 identifie les sous-ensemble€ V= {s € GLn(k) | f(s) = 0 pour toutf € J} et
Homag, (A/J,K). Il nous faut donc vérifier I'identité =V (J).

Linclusion ' C V(J) est évidente : pour toyte I et toutf € J, f(y) = 0 et doncy € V(J). Pour
établir 'inclusion réciproque, on commence par remargyuer I'on a une inclusion¢ J carf;r =0

pour toutf € I; quel que soit alors I'élémergde V(J), f(s) = 0 pour toutf € | et doncse . On
obtient ainsi l'identitd” =V (J).

4. 0On dispose pour toute-algébre C de bijections canoniques

Homayg, (B ®k B, C) = Homayg, (B, C)% = {(u,v) € Homayg, (A, C)? | u(J) = v(J) = 0}.
La bijection canonigue
Homayg, (A, C)? 22 Homayg, (A @k A, C),
faisant correspondre & tout cougle v) € Homag, (A, C)? 'uniqgue homomorphisme die-algébres
w:A®kA — Ctel quew(a® 1) = u(a) etw(1l®a) = v(a), induit une bijection
Homag, (A,C)? |u(d) =v(J) =0} = {we Hompg,(A,C) | w(IeKA)=wW(A®yJ) =0}
= HomA|gk(A ®RkA/(JRkA+A®KJ),C).
En vertu du lemme de Yoneda,kealgébre By B est ainsi canoniqguement isomorphe au quotient

de A®kA par l'idéal Jok A + A ®J. (Sil'on explicite toutes les bijections ci-dessus, onstate que
cet isomomorphisme canonique n’est autre que 'lhomomsmpbp®R p: A kA — B®kB.)

5. Soit f un élément de A tel qua(f) € JokA + A ®¢J. On dispose par hypothése d’une écriture
deA(f) sous la formeé\(f) = 5,04 ® hy avecgy € J ouhy € J pour toutar. En vertu de la question

1,
f(s2) = Y Ga(s)halt)
a
pour touss,t € GL,(K) ; appliquant cela avesc I ett = el'élément neutre d€, on en déduit
T(9)=T(se) = Y Ga(s)ha(€) = 0
a

puisquegq (s) = 0 ouhg (€) = 0 pour touta. Ainsi, f s’annule identiquement siir.

6. L'unicité deA est claire : si deux homomorphismes/ : B — B ®x B sont tels quelo p=vop,
alorsu = v car p est une application surjective. Pour établir I'existeneeAd il faut vérifier que
I'application (p® p) oA s’annule identiquement sur I'idéal J ou, de maniére éqeital que\(J) est
contenu dans @y A + A ®yJ.

Soit doncf € J et considérons une bas®) ),nunr de A commek-espace vectoriel telle que

(a))aen SOIt une base du soksespace vectoriel J. Comnig® ay )y carunr €St une base de @g A,
A(f) s’écrit de maniére unique sous la forme

Af)= 5 o
AeNUN
avecg, € A. Quel que soise I, I'élément

g (9ay
AeNUA"



de A s’annule identiquement sliren vertu de la question 1, donc appartient a J par définitiazete
idéal. On en déduit que I'onfs, (s) = 0 pour toutA € A” ettoutse I, d'ou h, € J pour toutA € A”.
Ceci prouve qué\(f) appartient a I'idéal &k A + A @k J de AR A, ce qu'il fallait démontrer.

7. En raisonnant comme pour la question 1, on vérifie que I'off &(s) = T(s™1) pour tousf € A,

s € GLy(k). Appliquant ceci aved € J etse I, on obtienti (f)(s) = 0 puisques™t € ' et donc
1(f) €J. L'applicationpo1 : A — B se factorise donc a travers la projectipet, p étant surjective,
il existe un unigue homomorphisme B — B tel que le diagramme

A——=A

"l l"
B —T> B
soit commutatif.
Enfin, commee € T, on ae*(f) = f(e) = 0 pour toutf € J. Il existe donc un unique homomor-
phismeg" : B — ktel quee* =& op.
8. Montrons que 'homomorphism& est coassociatif. On considére pour cela le diagramme

A £ A @kA

\ ) =

B4A>B®k5

A Zl lidsgﬁ ida®A
B ®kB —— B®B®kB

Axid
pop e W

A KA reen A kA @A

Le carré extérieur est commutatif puisque A, €*, 1) est une bigébre tandis que chacun des quatre
trapézes est commutatif en vertu de la question 6. On entd@dilement l'identité(idg ® A) o p =
(Aoidg) o p, puis

idg @ A=Aoidg
car p est une applicatiosurjective.

Le raisonnement que I'on vient de faire s’appliqgue a chaamtobis autres diagrammes a consi-
dérer (counité a gauche et a droite, coinversion).

9. Lak-algébre B= A /J est de type fini puisque quotient dektalgébre de type fini A. Utilisant la
structure de bigébre sur B que I'on vient de construire, dmidéin groupe algébrigue G muni d'un
homomorphisme : G — GL, tel quei* = p. Enfin, I'applicationiy induit un isomorphisme entre
G(k) = Hompyg, (B, k) et le sous-groupe fermfiéC GLn(k) en vertu de la question 3.

Seconde partie— 10. Quel que soit I'ensemble E, I'application canonique

p: E— Homag, (Z(E K),K), e— (¢ — ¢(e)
est injective. Considérons en effet pour tewt E la fonction caractéristiqué. : E — k de {e} :

1 sid=e
1e(e’):{ 0 sie+e

Sie#¢€, alorslg(e) = 1# 1;(e) etdonceete définissent des éléments distincts de Hgpi.# (E, k), k).



Lorsque I'ensemble E est supposé fini, I'applicatmest surjective. On a en effet

, sid =e
1:2516 et 1‘919:{(%)6 sinon
ec

donc, pour tout homomorphisme Balgébreu: .7 (E k) — K,

1= EEu(le) et U(le)U(l'e):{ g(le) Ziir?(o:e '

L'identité u(le)? = u(le) équivaut au(le)(u(le) — 1) = 0 et donc impliquau(le) = 0 ouu(le) = 1
puisquek est un corps. Vu la relation ¥ o U(1e), il existe au moins ue € E tel queu(le) =1, et
on a alorsu(1g) = 0 pour toute € E— {e} puisqu’alorsu(le)u(1;) = 0.

On obtient finalement;(u) = 1;(e) pour toute’ € E, doncu(¢) = ¢ (e) car les fonctions caracté-
ristiques forment une base #tespace vectorie# (E, k).

11. Les deux homomorphismes naturels ldalgébres.# (E,k) — .# (E x E, k) respectivement
définis par
p—((e€)—¢(e) et ¢ ((ed)—¢(€))

donnent naissance a un homomorphisme canonigue
Z(E, k) @ # (E,k) — Z(E x E k), Z¢atlla — <(e,e() — Zcpa(e)wa(e())
a a

qui envoie la baséle ® l¢)(ee)cexe de-F (E,K) @k 7 (E,K) sur la basélee))ee)cexE d€-F (E X
E,K); il s'agit donc d’un isomorphisme.

12. Etant donnés deux éléments distinststt dans Gla(Kk), il existe un élément de A tel que
f(s) =1etf(t)=0:eneffet, sii, j) estunindice tel qus; #t;;, il suffit de considérer le polynéme
f = (s —ti)) ™ (Xij —tij)-

Si maintenant E est un sous-ensemble fini dg,(®&). on choisit pour tout couplée €) € E x
E un élémentf ) de A tel quefee)(€) = 1 et fge)(€) = 0. On posefe = [Mece (g flee) € A
et on constate que la restriction dga E est la fonction caractéristique. Comme les fonctions
caractéristiguent engendrentdespace vectorie¥ (E, k), la surjectivité de I'application

A— F(EK), ffg
en découle immédiatement.
13. Considérons encore un sous-ensemble fini E dg(kglet soit | I'idéal noyau de 'homomor-
phisme dek-algebres A— .7 (E,k), f— f. Linclusion
EC {se GLn(k) | f(S) =0 pour toutf € I}

est évidente. D’autre part, tout élémemte GL, (k) définit un homomorphisme dealgébres: A —

k, f+— f(s).Sif(s)=0pourtoutf 1, alorssse factorise a travers la projection-AA /I = .7 (E,K)

et donc induit un homomorphisme Belgébres# (E, k) — k. On invoque alors la question 10 pour
obtenir un élémene de E tel quef(e) = f(s) pour toutf € A, ce qui implique finalemerg = s (cf.
argument de la question 10).

14.En faisant agif” sur lui-méme par translation a gauche, on obtient un homphigme injectif
r— &(IN) ~ &y, oun=|I|. On obtient par ailleurs un isomorphisme er@get un sous-groupe de
GLn(k) en considérant I'action suivante @, sur la base canoniquey,...,e,) deS, :

0-6 =€y

Le groupel” est par conséquent isomorphe & un sous-groupe gékGavecn = || et, en vertu
de la question 9, on en déduit gu'’il existe un groupe algéleri@ surk tel que GK) ~T .



15. Pour toute fonctionf € .7 (I, k), A(f) est la fonction sui” x I' obtenue en composant la
multiplicationl” x ' — I par f et doncA(f)(y,y") = f(y'y’). Par suite,

A= S 101

On obtient de méme
. 1 siy=e _
g(1) = { 0 sir¥on et 7(1,) =1, 1.

16.0n observe que la structure de bigebre obtenue a la queséoédente ne dépend pas du choix
d’'un isomorphisme entrE et un sous-groupe de Glk). Il est donc loisible de définir directement
une structure di-bigébre sut# (I',k) en utilisant les identités ci-dessus, ce qui conduit & unggo
algébrique” surk tel quel (k) ~T.




