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Master 1 — Groupes classiques et géométrie

Fiche 7 — Comptage sur les corps finis

Exercice 1 (Isomorphismes exceptionnels) — 1. Construire des isomorphismes

PGLQ(F4) ~ PSLQ(F4) ~ 9[5.

2. Soit n € N et soit G < &,, un sous-groupe d’indice n. On se propose de démontrer que G est
isomorphe a &,,_1.
(i) Etudier directement le cas n < 4.

(ii) Supposons n > 5 et soit X = &,,/G. Démontrer que 'action de &,, sur X par translations fournit
un isomorphisme &,, ~ &(X) identifiant G au stabilisateur d’un point de X. Conclure.

(iii) Construire des isomorphismes

PSLQ(F5) ~ 52[5 et PGLQ(F5) ~ 65.

3. Soit K un corps commutatif quelconque.

(i) Démontrer que le déterminant induit un homomorphisme de groupes
§: PGL,(K) — K* /(K*)"

ou (K*)™ désigne le sous-groupe de K* formé des puissances n-iemes.

(ii) En déduire une suite exacte
1 — PSL,(K) — PGL, (K) —2> K* /(K*)" —>1 .

3. Supposons que le corps K soit fini, de caractéristisque p. Démontrer que les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) PSL,(K) ~ PGL,(K)
(ii) pged(n,qg—1) =1.

Exercice 2 (Cone nilpotent sur un corps fini) — Soit K un corps fini & ¢ éléments et soit A" ’ensemble
des matrices nilpotentes dans M3(K). On se propose de calculer le cardinal de N en exploitant I'action
de GL3(K) par conjugaison sur N.

1. Décrire les orbites de GL3(K) dans N.

2. Pour chacune de ces orbites, expliciter le stabilisateur d’'un élément bien choisi. En déduire le
cardinal de chaque orbite.

3. En déduire le cardinal de N.

Exercice 3 (Décomposition cellulaire des grassmanniennes et g-bindéme) — Soit K un corps commutatif
et soit 0 < p < n deux entiers. On rappelle que la grassmannienne des p-plans dans K™ est ’ensemble
Gr, »(K) des sous-espaces vectoriels de dimension p dans K”.

1. On fait agir GL,(K) sur lespace M, ,(K) des matrices de taille n x p & coefficients dans K par
multiplication a droite.

(i) Décrire cette action en termes d’opérations matricielles élémentaires.



(i) Etant donné A € M,, ,(K), notons V(A) le sous-espace vectoriel de K™ engendré par les colonnes
de A. Démontrer que l'application A — V(A) induit une bijection

{AeM,,(K) | rg (A) =p} /GLy(K) = Grpn(K).

(ili) Soit A € M, ,(K) une matrice de rang p. Démontrer que l'orbite de A contient une matrice de

la forme
* k *
* ok *
1 0 O 0
k k
* *
1 0 0 |’
*k
*k
1

ot les 1 apparaissent aux lignes 1 <1y < --- <7, < n et sont suivis dans leur ligne et leur colonne
par des 0, et ou les * représentent des scalaires quelconques.

(iv) Pour tout i € {0,...,n}, soit V; le sous-espace de K™ engendré par les i premiers vecteurs de
la base canonique. Avec les notations précédentes, démontrer que les entiers i; < ... < %, sont
précisément les valeurs de i telles que

dim (V(A)NV;) <dim (V(A)NV,;_1).
(v) Déduire de ce qui précede que, dans la question (iii) ci-dessus, chaque orbite contient une unique
matrice de la forme considérée.

2. Déduire de ce qui précede que Grp ,(K) est la réunion de parties deux a deux disjointes Gr'(K),
indexées par 'ensemble des parties & p éléments I C {1,...,n} et telles que

Gr'(K) ~ K%,

ou

sii; <2 <...< 1y, sont les éléments de I.

3. On suppose maintenant que K est un corps fini de cardinal gq.

(i) Expliciter le cardinaux de GL,,(K) et du stabilisateur d’un sous-espace vectoriel de K™ de dimen-
sion p.

(ii) Déduire de ce qui précede I'identité suivante :

(¢~ )@ 1) ("7 1) > g =D+ =2+ +(ip=p)
(? =D(g*~t = 1)---(¢ = 1)

1<iy <ia < <ip<n

(iii) Justifier que cette expression est valable lorsque ¢ est considéré comme une indéterminée.

(iv) On fixe une autre indéterminée t. Démontrer la formule du ¢-binéme de Newton :

n i " /n G+1)/2 1) . (n _(qn_l)(qnfl_l)n_(qn—]drl_1)
H(l—i—qt)—Z(j)qq(Jr)/ t’, ou (j)q_ (qul)(qul—l)“'(qfl) .

i=1 =0

(v) Prendre g réel ou complexe et le faire tendre vers 1 dans la formule précédente. Justifier ainsi les
notations et la dénomination.



