1. COMPTER LES NOMBRES PREMIERS
1.1. Euclide

THEOREME 1.1. (THEOREME FONDAMENTAL DE L'ARITHMETIQUE) — Tout nombre entiern >
1 est un produit de nombres premiers, et cette écriture est unique a l'ordre des facteurs pres.

Cet énoncé est bien connu, mais il est important d’avoir conscience :
(i) que I'existence d'une factorisation est tres facile a démontrer (par récurrence);

(ii) que l'unicité, par contre, est plus délicate; il faut en effet faire appel au lemme d’Eu-
clide(V, lequel peut se déduire du théoréme de Bachet-Bézout;

(iii) que I'unicité est ce qui est le plus utile dans la pratique (par exemple la résolution
dans Z* de I'équation de Pythagore x> +y*> = 72, que l'on peut trouver dans [2] ou
encore [1]).

Considérons un nombre premier p. La valuation p-adique de n, notée v,(n) est la plus
grand exposant de p divisantn :

vp(n) = max{k € N | pX|n}.

C’est un élément de NU {0} tel que v, (n) = ssin =0, v,(1) = 0 et, pour tous m,n € N,
@) vp(nm) =vp(n)+vp(m);
(i) vp(m+n) = min{v,(m),v,(n)}.

EXERCICE 1. — Démontrer les deux propriétés précédentes.

La notion de valuation p-adique permet d’énoncer le théoréeme fondamental de I'arith-
métique sous la forme équivalente suivante : tout nombre entiern > 1 s'écrit

n—= Hpvp(n).
P

II est important de remarquer ici que, si le produit porte a priori sur I'ensemble des
nombres premiers, le facteur p*»(") est égal a 1 dés que p > n; il s’agit donc en réalité du
produit d'un nombre fini de termes.

EXERCICE 2. — Démontrer que le dernier énoncé ci-dessus est équivalent au théoreme 1.

THEOREME 1.2. (EUCLIDE) — L'ensemble des nombres premiers est infini.

Démonstration. Pour tout entier n > 1, le nombre entier n! + 1 > 1 admet au moins un fac-
teur premier p. Celui-ci ne peut étre égal a aucun des entiers 2,3,...,n, donc p > n. O

REMARQUE 1.3. — On peut déduire de 'argument d’Euclide une majoration (trés gros-
siere) du n-ieme nombre premier (voir I'exercice 1 de la premiere feuille de TD).

1. Si p est un nombre premier et a,b sont deux entiers tels que p|ab, alors p|a ou p|b



1.2. Euler

Euler exposa en 1737 une nouvelle preuve de 'infinitude de '’ensemble des nombres
premiers, reposant sur le théoréme fondamental de I'arithmétique et des considérations
analytiques simples.

Toute I'analyse requise dans I’approche d’Euler est contenue dans I’énoncé suivant, qui
est une version quantitative de la comparaison série-intégrale (?).

LEMME 1.4. — Soity < x deux nombres réels. Pour toute fonction monotone f : [y,x]| = R,

Y fn)= / " £ de+O(1F )|+ 1F ).

neZ, y<n<x

Démonstration. Quitte a remplacer f par —f, nous pouvons supposer que f est croissante.

Si x et y sont entiers, nous pouvons écrire

/f ) di + £(x) /f dr + f(x)

nez, )<n<x

et

L fw= [ A s> [0 a0

neZ, y<n<x
ce qui établit I'estimation voulue.
Le cas général s’en déduit aisément :

xJ
L f= X = [ 0w o+,

neZ, y<n<x [y]<n<|x]

X

/Xf(t) dr— - 1) dt:/M fle)de+ [ f(r)de
y [¥] y |x]

est compris entre 2f(y) et 2f(x) et
FO)<F(Iy]) < f(1x)) < f(x),

donc
Y= [ 10 0(s0) + 7).
neZ, y<n<x
O
REMARQUE 1.5. — Bien que trés élémentaire, cette estimation est fort utile et nous l'uti-

liserons a de nombreuses reprises. Nous en verrons également deux raffinements : la for-
mule d’Abel et la formule d’Euler-Maclaurin.

Pour tout nombre réel s > 1,

All_SA*fvl_s

OM™ +N"*
S_l + ( + )7

Z / tdt+OM+ N =

2. 1l faut quand méme ajouter I'estimation log(1+x) = x +O(x?) au voisinage de 0, sous la forme : il existe
un nombre réel A > 0 tel que

[log(14x) — x| < Ax?
pour toutx € [—1/2,1/2].



doncla série {(s) = Y,~,n"* est convergente (critere de Cauchy) et

1< g(s) = +0(1).

s—1

Lobservation capitale d’Euler est que le théoréme fondamental de 'arithmétique per-
met d’exprimer {(s) a 'aide des nombres premiers. Pour comprendre cela, introduisons
pour tout nombre premier p et tout s > 1 la série

1 1 1
+...= —
];)pks

restreinte aux entiers qui sont des puissances de p. Il s’agit bien entendu d'une série géo-
métrique, de somme

Le produit

1

COISOEIDY (2m3m)y

ma,m320

est la série zeta restreinte aux entiers qui ne sont divisibles que par 2 ou par 3. Plus géné-
ralement, pour tout entier N > 2,

Moo-T(1-%) =% 5

PN PN

ou Ey désigne I'ensemble des entiers qui ne sont divisibles que par des nombres premiers
p < N. Le théoreme fondamental de I'arithmétique garantit que 'ensemble Ey contient
tous les nombres n < N (puisqu’ils sont le produits de nombres premiers nécessairement
inférieurs a N), et que chacun d’eux ne s’obtient qu'une seule fois, c’est-a-dire pour un seul
terme du développement du produit de gauche (par I'unicité). Nous pouvons donc écrire

1

[1%6-Y

PN n<N

1 1

= Y SSs) o

rr
neEy et n>N n n>N n

les
s—1

Le membre de droite (reste d'une série convergente...) est majoré par
il tend vers 0 lorsque N tend vers +co.

+O(N¥), donc

Nous venons ainsi de démontrer le résultat suivant.

THEOREME 1.6 (FORMULE DU PRODUIT — Pour tout réel s > 1, la suite des produits finis
[T,<n €y (s) est convergente, de limite { (s). Autrement dit,

Z;=C®=[10_3>5

s
n>1 peEP p



En passant aux logarithmes, I'identité d’Euler se réécrit ), pour s €]1, 0| :

logl(s) = Z—log(l—pls>

pEZ

= Z(olm)

_ ZIJFO(Z 1)

2
peyps pegzps
1
= ) —+0(1).
pe,‘ﬂp

en majorant la série des p~2* par la somme de la série (de Riemann) convergente des n~>.

Nous en déduisons :

,,ezgl = log <Si . +O(1)> = 1ogs%1 +1log(1+0(s—1)) = —log(s — 1) +o(1)

lorsque s tend vers 1.

THEOREME 1.7. (EULER) — La série

peEZ p
est divergente.

Démonstration. Pour tout s > 1,
1
Y- )

= s
peﬂ’p pe?}’p

1

dans RU {+e}. Lestimation asymptotique du membre de droite quand s tend vers 1 que
I'on vient d’obtenir fournit la conclusion voulue. |

REMARQUE 1.8. — On peut déduire de ce théoréme I'estimation 7(x) = o(x) quand x tend
vers I'infini, c’est-a-dire que la proportion des nombres premiers parmi les nombres en-
tiers < x tend vers 0 lorsque x tend vers +oo. De maniére imagée, la probabilité qu'un
nombre entier choisi au hasard soit premier est nulle (voir TD1, exercice 3).

En reprenant les arguments précédents, nous pouvons obtenir une version quantitative
de ce théoreme.

PROPOSITION 1.9. — Il existe un nombre réel C > 0 tel que

1
loglogx —log2 < Z — < eloglogx+C

PSX

pour tout réelx > 1.

3. Linterversion de la somme et du O(-) est licite car la constante implicite ne dépend ni de p ni de s, cf.
note précédente



Démonstration. En écrivant chaque entier n > 1 sous la forme n = gm?, ol ¢ est un entier
sans facteur carré (4, il vient

Z 1 1 1

n < Z > Z ‘
n m2
n=1 q sans facteur carré, g<x q m>1

En utilisant la majoration élémentaire

<1 +/
1””2 1

et en observant quel'on a

y Lot <1+;)<exp<pez ;)

q sans facteur carré, g<x 4q peEP, p<x

il vient

1 1
Z ; > log (Z n) —log?2.

peEP, p<x n<x

La minoration voulue en découle puisque

1 X de
272/—:10gx.
n 1t

n<x

La majoration, quant a elle, peut s’obtenir grace a une utilisation astucieuse de I’estima-
tion asymptotique

1 1
Z log 1Jro(l)

peX P

au voisinage de 1". L'idée, connue sous le nom d’« astuce de Rankin » (Rankin’s trick) est
d’écrire s = 1+ €(x), ol € est une fonction qui tend vers 0 quand x tend vers + et qui vérifie
la condition

1 1 < C

n SES The()
pour tous x > 0 et n > 1, o1 C est une constante. On peut choisir ®) g(x) = @ etC=e
(exercice!), d’ou

1
Y -—-<e) = eloglogx+O(1).
perp<xP ez p' o
O

REMARQUE 1.10. — Cet encadrement détermine 'ordre de grandeur de Zp<x . Nous en

verrons plus loin un développement asymptotique, de terme dominant loglogx

4. Cette écriture est unique : pour tout nombre premier p, v,(m) et v,(q) sont respectivement le quotient et
le reste dans la division euclidienne de v, (n) par 2.
5. La condition équivaut a £(x)log(n) < C pour tous n et x tels que n < x.



1.3. Tchébychev

En 1850, le mathématicien russe Pafnouti Tchébychev démontra que la fonction de
comptage des nombres premiers a bien I'ordre de grandeur attendu.
THEOREME 1.11. — Il existe des nombres réels 0 < ¢ < C tels que, pour tout x assez grand,
X

—<x)<C ——.
¢ logx (x) log(x)

On peut déduire de ce théoréme I'existence de nombres premiers dans certains inter-
valles. En effet, si a < b sont deux nombres réels (suffisamment grands) tels que
@ b
loga ~ logh’
alors m(a) < m(b) et 'intervalle ]a,b] contient donc un nombre premier. Notre démonstra-

tion va établir un tel encadrement asymptotique (c’est-a-dire pour x assez grand) pour tout
choix de constantes tel que ¢ < log2 < 2log2 < C.

COROLLAIRE 1.12. — Soit € un nombre réel. Il existe un entier ny(€) tel que, pour toutn >
no(€), lintervalle [n, (2 + €)n] contienne un nombre premier
Démonstration. Fixons € > 0, choisissons § > 0 tel que
2log2+ 0
log2—96

(le membre de gauche décroit vers 2 lorsque 9 tend vers 0) et posons ¢ = log2 — 6, C =
2log2+ 6. Le quotient

<2+4+¢€

2+¢ 1 1
2+en ogn:(2+8) ogn
log((2+¢€)n) n logn+log(2+¢€)

croit vers 2+ ¢ lorsque n tend vers +oo0, donc il existe un entier ny(€) tel que cette expression
soit supérieure a C/c pour n > ny(¢€). Le théoreme précédent garantit alors I'existence d'un
nombre premier dans l'intervalle [, (2 + €)n]. O

REMARQUE 1.13. — En raffinant son approche, Tchébychev a prouvé que c = 0,9 et C =
1,1 conviennent, et que I'’encadrement obtenu vaut pour tout x > 5. Comme

-1
2n 'logn:2<1 log2> >4>£

log(2n) n logn “37 9

pour tout n > 4 (cette expression croit avec n), il a pu en déduire la premiere démonstration
du postulat de Bertrand, affirmant I'existence d’'un nombre premier dans tout intervalle
[n,2n] (voir 'exercice 6 pour une autre preuve).

La démonstration de Tchébychev est élémentaire, au sens ou elle n'utilise que le théo-
reme fondamental de I'arithmétique et des estimations relevant de I'analyse réelle asymp-
totique, et non pas 'analyse complexe. Elle n’en demeure pas moins ingénieuse, 'idée
principale consistant a comparer la factorisation de n! a son ordre de grandeur. Nous al-
lons ici suivre la présentation particulierement élégante qu'en donnent G. Tenenbaum et
M. Mendes-France dans [3].

Il est trés facile d’estimer le comportement asymptotique de log(n!). En effet, la compa-
raison quantitative série-intégrale de la section précédente fournit aisément une version



affaiblie de la formule de Stirling, suffisante pour la démonstration de notre théoreme : en
I'appliquant a f(x) = logx, il vient en effet

log(n!) = Z logm = /logtdt—i—O(logn)—nlogn n—+0O(logn),
1<m<n

la derniere égalité s’obtenant en intégrant par parties.

REMARQUE 1.14. — Rappelons que la formule de Stirling usuelle est le développement

asymptotique
1 1
log(n!) =nlogn—n-+ 5 logn+ 3 log(2m) +o(1).
Nous en verrons plus loin deux démonstrations différentes.

Passons maintenant aI’étude arithmétique de log(n!). En vertu du théoreme fondamen-
tal de 'arithmétique, nous pouvons écrire

log(n!) va (n!)logp = Z vp(n!)logp

pln psn

puisque les diviseurs premiers de n! sont précisément les nombres premiers inférieurs a n.

LEMME 1.15. — Pour tout nombre entier naturel n et tout nombre premier p,
n
) =Y HJ
a>1-P

Démonstration — Si 'on factorise chaque entier m < n sous la forme m = p"»"n/, avec
ptm', alors le facteur p* apparait dans

n!'= H m
1<m<n

pour chaque entier m tel que p*|m et p®*! { m, c’est-a-dire LP%J - L"?“J fois (le nombre de

multiples de p* moins le nombre de multiples de p**!). On a donc

o= X (1] [ o= 5 2]

a>1 a>1

Nous en déduisons
n n
log(n!) ZZ [ Jlogp— Z {—ajlogp:ZA(d){EJ,
p<no1 po<n p d<n

ol A est la fonction de von Mangolt, définie sur N* par

Aln) = logp sinestune puissance strictement positive de p;
- 0 sinon

La suite de la démonstration va porter sur la fonction y, définie pour tout réel x > 0 par
=) A(d)
d<x
Il est par ailleurs commode de poser

T(x) = log([x]) = ¥ A@)| 5.

d<x



La seconde idée de Tchébychev consiste a considérer la quantité
T(x) - 2T (x/2),

ce que 'on peut essayer de motiver en observant que 'on a
2
T(2n) — 2T (n) = log((2n)!) — log((n!)?) = log ( nn)'

La formule de Stirling (faible) fournit l'estimation asymptotique 7'(x) = xlogx — x +
O(logx), donc

T(x)—2T (%) = xlogx—x—xlog%+x+0(logx) = (log2)x+ O(logx)

quand x tend vers +-oo.
D’un autre coté, écrivons

1o (3)= L (3] 212w

d<x

(en observant que |x/2d | = 0sid > x/2). La fonction f définie sur R par f(x) = [x| —2|x/2]
est 2-périodique et elle vérifie f(x) = |x] < 1 pour x € [0,2], donc f(x) < 1 pour tout x € R.
Nous en déduisons déja une minoration asymptotique de la fonction y :

(log2)x+O(logx) = T (x) — 2T (%) < y(x).
REMARQUE 1.16. — Le fait que y/(x) tende vers +oo avec x implique évidemment l'infini-

tude de 2. Nous venons donc d’en fournir une nouvelle démonstration.

Sil’on revient a la formule

T(x)= Y AW@)|5]

d<x
définissant 7', on observe que |x/d| =1 pour d/2 < x < x. On en déduit
X X
T(x)—-2T )2 Ald) =y(x) -y (5
OE )
et donc

w(x) — v (%) < (log2)x +O(logx).

Il ne reste qu’'a sommer les inégalités

1V (%) -y <%) < (10g2)% +O(logx —klog2)

avec0 <k < H)%J pour obtenir la majoration

y(x) < (2log2)x+0((logx)?).
Nous venons donc de démontrer le résultat suivant.
THEOREME 1.17. (TCHEBYTCHEV POUR LA FONCTION ) —

log2 < liminfm < limsupm < 2log?2.
X—feo X x—feo X



Il nous reste a voir comment en déduire le théoreme initial, ce qui se fait aisément en
comparant les fonctions y et . Il est commode pour cela d’'introduire la fonction 6 définie
pour tout réel x > 0 par

= Z log p.

P<X
Notons quel'ona:
=Y Y logp=Y Y logp=Y 0(M*)=0(x)+0(vx)+O(x)+....
p<xazl, p%<x o1 p<x, p*<x o1

logx

La somme de droite ne contient que Ll 2J termes non nuls puisque 6(y) = 0 pour tout
y<2

PROPOSITION 1.18. — Pour tout réelx > 0,
1)

0(x)

logx

0(x) X
logx—2loglogx ~ (logx)?’

<) <
(ii)
6(x) < w(x) < 6(x) + v/x(logx).
Démonstration. Les minorations

0(x) < m(x)logx et O(x) < y(x)
sont triviales. En écrivant

Y(x) = 0(0) +0(v/x) + ..+ O( )
avecm = H;%J , il vient immédiatement

W) < 00+ 6(vE) 53 < 0(r) + Vilog(Vi) 053 < B(x) + V(log)”

Il reste a établir la majoration du point (i). Pour tous réels 0 < y < x,

nx)-ny)= ) 1< Y, logp _ 6(x)—6(y) _ 6(x)

y<p<x \y<p<x logy  logy  logy’
donc o0 o
X X
< —= <=
m(x) logy +7(y) ogy +y
En posanty = ( -, il vient au final
0
m(x) < () *

~ logx+loglogx  logx’
O

REMARQUE 1.19. — Le choixdey = oz )2 ala fin de la démonstration peut sembler éton-

nant. Il serait plus spontanément tenté de prendre y = /x, ce qui conduirait a la majoration
n <2 29
logx
Plus généralement, pour tout a €]0, 1|, on obtient

16(x)  «
m(x) < Oclogx+x
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en posant y = x*. Pour ne pas obtenir de facteur parasite devant %, il faut donc choisir

y < x dominant toutes les puissances x* avec « €0, 1[. Cela suggere le choix y = x/(logx),
en excluant k = 1 puisque 7(x) est de I'ordre de grandeur de Togx-

(Fin de la preuve du théoreme 10)

Ona
6(x) v (x) 6(x) v (x)

liminf —= = liminf —=, limsup —= = limsup —=
X—r+Foo X xX—>+teo X Xx—too X X—+too X

en vertu du point (ii) de la proposition précédente et

1 0 1 0
liminf 771-()6) 8 _ liminf —(x) , limsup L(x) 8 _lim sup —(x)
X—>Foo X x—+eo X X—Foo X x—4o0 X

d’apres le point (ii). Le théoréme découle alors directement du théoreme 17, au moins
pour x assez grand. O

La proposition précédente permet de reformuler utilement le théoreme des nombres
premiers.
COROLLAIRE 1.20. — Les trois assertions sont équivalentes quand x tend vers +o :
1 X
(1) 7T(x) ~ @

(ii) O(x) ~x
(iii) y(x) ~x
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2. FONCTIONS ARITHMETIQUES

Dans tout ce qui suit, on pose N* =N\ {0}.

DEFINITION 2.1 — Une fonction arithmétique est une application f : N* — C. Les fonctions
arithmétiques forment un C-espace vectoriel pour l'addition usuelle, noté < .

Si toute suite (u,),>; a valeurs complexes peut étre vue comme une fonction arithmé-
tique, seules certaines, ayant le plus souvent un contenu arithmétique, s’averent intéres-
santes. Parmi ces dernieres, citons dés maintenant :

(a) la fonction constante égale a 1, notée 1;

(b) lafonction «identité » id, définie par id(n) = n pour tout n € N*;

(c) la fonction «de Dirac» en 1, définie par

51(n)—{ (1) sin=1

sinon
pour tout n € N*;

(d) lafonction « nombre de diviseurs » , usuellement notée d ou t, et définie par
d(n)=Y 1
d|n
pour tout entier n € N*;

(e) lafonction u de Mobius, définie par

(n) = (—1)" sinestle produit de r nombres premiers distincts
pin) = 0 sinon

(f) la fonction indicatrice d’Euler ¢, définie par

o(n) = Y 1

1<h<n, pged(hn)=1

(g) la fonction caractéristique de 'ensemble &7 des nombres premiers, notée 15 ;
(h) lafonction A de von Mangolt, définie par

_ [ logp sin=p% avec p premiereto > 1
Aln) = { 0 sinon

DEFINITION 2.2 — La fonction sommatoire d'une fonction arithmétique f est la fonction
M; définie sur R>o par
My(x) =} f(n).

n<x

Le probleme de déterminer le comportement asymptotique de M est une vaste généra-
lisation du théoreme des nombres premiers (cas f = 15). Sil’on ne peut rien dire a ce ni-
veau de généralité, la démonstration du théoreme de Tchébychev a mis en évidence I'im-
portance des fonctions arithmétiques 1 4 log (de fonction sommatoire 6) et A (de fonction
sommatoire y).
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Avant d’aborder I'étude asymptotique de M, nous allons mettre en évidence une struc-
ture algébrique spécifique sur <7, sous-jacente a de nombreuses identités (plus ou moins)
bien connues.

2.1. Convolution de Dirichlet

Les fonctions arithmétiques peuvent étre multipliées de facon habituelle. Il s’avere ce-
pendant que I'on peut définir sur .« une autre structure multiplicative, plus intéressante,
qui reflete les propriétés de divisibilité des nombres entiers.

Etant donné deux fonctions arithmétiques f, g, on définit leur produit de Dirichlet, noté
f*g par
n
M frem=Yr@e(5)= ¥ f@s@)

d|n dd ; dd'=n

pour tout n € N*. Observer que la premiere somme porte sur tous les diviseurs de n dans
N*, la seconde sur tous les couples (d,d") d’éléments de N* tels que dd’ = n; on passe bien

entendu de la premiere a la seconde en posantd’ = 4.

PROPOSITION 2.3 — Muni de l'addition + et de la multiplication x, l'ensemble </ est une C-
algebre associative, commutative, d'élément neutre 0,. En outre, le groupe </ des éléments
inversibles de </ est formé des f telles que f(1) # 0.

Pour f € &/ etk > 1, on pose
FO = . xf
(k copies). Si f € 7%, on désigne par f(-!) son inverse au sens du produit de Dirichlet.

Démonstration. Lassociativité découle de 'identité

(fxg)xh)(m) =) (f*g)d)h(c)= ).  (fla)g(b))h(c)

d,c ; dc=n a,b,c ; abc=n

et de I'associativité de la multiplication dans C.

La commutativité se déduit du fait que la seconde somme dans (1) est symétrique en f
etg.

Lélément neutre multiplicatif de <7 est la fonction de Dirac §; puisque

f*&1(n) =) f(n/d)8(d) = f(n/1) = f(n)

dln

pour toute fonction f € <.
Si f € o7 estinversible, d'inverse g, alors

I=361(1) = f+g(1) = f(1)g(1),
donc f(1) # 0. Réciproquement, si f € o/ est une fonction telle que f(1) # 0, alors nous
pouvons facilement définir une fonction g € &7 telle que f * g = ;. On raisonne pour cela
par récurrence sur n € N* :
— onpose g(1) =1/f(1);
— sin > 1 et que l'on a défini g(m) pour tout entier m < n, alors on pose

1
g(n) = —mdn§>1f(d)g(n/d)

en remarquant quel'onan/d <nsid > 1.
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Larelation f x g = §;, c’est-a-dire
1 sin=1
Zf g(nfd) = { 0 sin>1

d|n

est vérifiée par construction. O

DEFINITION 2.4 — Une fonction arithmétique f est dite multiplicative si elle vérifie les deux
conditions suivantes :

@ f(1)=1

(ii) f(mn) = f(m)f(n) pour tous entiersm,n € N* premiers entre eux.

Le théoréme fondamental de I’arithmétique garantit qu'une fonction arithmétique mul-
tiplicative f est entierement déterminée par ses valeurs sur les entiers de la forme p%, avec
p premier et o > 1 : pour tout n € N*,

—f (I;[pw)) _ l;[f (pvpm)) ,

PROPOSITION 2.5 — Les fonctions arithmétiques multiplicatives forment un sous-groupe de
o .

Démonstration. Le point-clef est I’'observation suivante : si m et n sont deux entiers pre-
miers entre eux, alors 'application (d,d’) — dd’ réalise une bijection entre 'ensemble des
couples (d,d’), formés d’'un diviseur d de m et d'un diviseur d’ de n, et 'ensemble des divi-
seurs de mn. La bijection réciproque est fournie par I'application

0 — (pged(6,m),pged(0,n)).

Il est maintenant facile de démontrer notre proposition. Si f et g sont multiplicatives,
alors, pour tous entiers m,n premiers entre eux,

(f+g)(mn) = Y f(8)g(mn/5)

S|mn

= dWZd,nf(dd’)g(M)

= |Z F()f(d)g(m/d)g(n/d")
d|n,d'|m

_ (Zf m/d)(Zf n/d'>
dlm d'|n

= (f*)m)(f*g)(n).

Toute fonction f multiplicative est inversible puisque f(1) = 1. Pour démontrer que son
inverse f(-!) est multiplicative, on considére I'identité

F ) = () == Y /)=~ Y (T ) fldd)

S|mn, 6>1 dim,d'|n, dd'>1

pour tous entiers m,n premiers entre eux et I’on raisonne par récurrence sur m -+ n. Les cas
=1 ou n = 1 sont triviaux, donc nous pouvons supposer m,n > 1.Ona fCV(1) = f(1)~' =
1 et /0D (22) = fCVD(m/d) f -V (n/d’) sidd’ > 1 puisqu’alors 2 + % < m+n. Nous pouvons
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donc réécrire le membre de droite sous la forme
|\ X (E) @ ) [ L0 (F) £ @) |+ Dm0 (1) = £ m) D ()
dlm d d'|n d

ce qu'il fallait démontrer. O

EXEMPLES 2.6 — Lidentité

Ixl(n)=Y1= Y 1

d|n dd ; dd'=n
montre que 1 x| est la fonction « nombre de diviseurs », notée d; il s’agit donc d'une fonc-
tion multiplicative. On a

dip*)= Y l1=a+l

0<k<o

pour tout nombre premier p et tout o > 1, donc
d(n) =]0vp(n)+1)

pln

par multiplicativité.

Plus généralement, pour tout entier £ > 2,
18 (n) = Y 1
di,....dy ; di-—-dy=n
est le nombre de k-uplets d’entiers (dy,...,dy) tels que d; - - - dy = n.
On a par ailleurs

1xid(n) = Zd,

d|n
donc la fonction arithmétique ¢ = 1 xid, associant a tout entier n la somme de ses diviseurs,
est également multiplicative.

2.2. Lafonction de Mobius

Considérons 'inverse de convolution de la fonction 1. Il s’agit d'une fonction multipli-
cative, qui vérifie par hypothese l'identité

Y 179(d) = 6i(n)

dn
pour tout entier n € N*. On en déduit :
150 =1, 159(p)==1 et 10V(p* =0
pour tout nombre premier p et tout o > 2. Par multiplicativité, on a donc

_ _ v (n —1)" sinestle produit de r nombres premiers distincts
I U(n) :Hl( ) (p . )> :{ (() ) sinon b b
p

c’est-a-dire
1(71) — ‘Ll

PROPOSITION 2.7 — La fonction de Mobius est l'inverse de convolution de la fonction
constante 1. De maniere équivalente,

1 sin=1
Z#(d):{ 0 sinon

d|n
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PROPOSITION 2. (FORMULE D’INVERSION DE MOBIUS) — Soient f et g deux fonctions arith-
métiques. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

2) vne N, g(n) =) f(d)
d|n
3) Vn e N*, u
neN s =F k(g)s)

Démonstration. La premiere identité équivaut a g = f * 1, la seconde a f = g u. Elles
sont donc équivalentes puisque 1% u = ;. O

2.3. Lafonction indicatrice d’Euler

Par définition,
o(n) = Y 1="Y &(pged(m,n)).

1<m<n, pged(m,n)=1 1<m<n
En utilisant I'identité &; = 1 x u, il vient alors

e(n)= Y lxp(pged(mn)= Y ) p(d)=) ud)

1<m<n I<m<n d|pged(m,n) d|n

c’est-a-dire
o =idxu.
En observant que I'on a

P -1 1

2 _ 0 — 1—=
o(p dzp, wd)y— =p*=p* ' =p ( p>

pour tout nombre premier p et tout o > 1, nous retrouvons immédiatement les propriétés
bien connues de ¢.

PROPOSITION 2.8 — La fonction indicatrice d’Euler est multiplicative. Elle vérifie :

w=rlli)
et
Y od)=n

pour tout entiern € N*.
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3. SERIES DE DIRICHLET

Les séries de Dirichlet apparaissent naturellement comme les séries génératrices des
fonctions arithmétiques : a f € o/ est associée la série de fonctions de la variable complexe
s définie par

L=y 1.

n>1
La motivation pour introduire les fonctions »* plutét que s” (qui conduiraient a des séries
entieres) est la propriété de multiplicativité évidente

1 1 1

(mn)s  m* n
pour tous m,n € N*.

Nous allons commencer par une étude générale des séries de Dirichlet, puis nous consi-
dérerons plus spécifiquement le cas des séries de Dirichlet de fonctions arithmétiques
multiplicatives.

3.1. Abscisses de convergence

Soit (a,),>1 une suite de nombres complexes.

PROPOSITION 3.1 — Si la série de fonctions Y, %+ converge en un point s, € C, alors elle
converge uniformément sur tout cone so + (Rxoe™ +Rxpe ') avec ® € [0,7/2].

Démonstration. Le changement de variable Y a,n ™ = Y aun—fop~(57%0) permet de se ramener
au cas sp = 0; 'hypothese est alors la convergence de la série ¥ a,.

Notons A v la somme partielle ZQV:M a,. Etant donné € > 0, il existe un entier M, > 1 tel
que, pour tous N > M > M,,

|AM,N’ <E.
En vertu de la transformation d’Abel
N an i Avn—Amp n Aum
it ™’ n=M+1 n M?
N
1 1 Aun
pu— A PR "
gh e <n (n+ 1)S> " (N+1)s
il vient
N N
a, 1 1 1
—| <€ — = -+
n:ZM ns (ng/l ns (l’l+ 1)3 |(N+ 1)?’)

pour tous N > M > M. Ecrivons s = a+ ib avec a,b € R. En observant que 'on a

1

< ka avec k=
sl < cos V¥

pour tout s dans le cone Rge’® +Rxoe ™ et |*T!| = 1! pour tout > 0, on obtient

1 1 n+l ¢ n+l g4 1 1
/ tm‘“‘“/n taﬂdt‘k<na‘<n+m)

nt (n+1)*
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et donc

N N
" 1 1 1 ek
) a—, <ek| Y (=-— + = — < ke.
n=M n' n=M nt (I’l—|— ])a (N+ 1)a M
La conclusion en découle en vertu du critere de Cauchy uniforme. O

an

Corollaire 3.2 — [] existe 6. € RU {+£eo} tel que la série Y., 7+ soit divergente sur le demi-
planRe(s) < o, et convergente sur le demi-plan Re(s) > o..

Démonstration. 11 découle de la proposition précédente que I'ensemble
I=1sc€RU{+teo} ‘ Z ayn_° converge
n>1
est un intervalle contenant +e. On pose alors :
o. = infl.

g

Lélément o, de RU{%} que I'on vient d’associer a la série de Dirichlet },~., 7+ est son
abscisse de convergence.

EXEMPLE 3.3 — Il est facile de voir que tous les cas sont possibles.
— Sia, = 4, alors

app1(n+1)"" 1 <1+ 1>S

a,n—’ n+1 n

tend vers 0 lorsque n tend vers +oo pour tout s € C, donc 6, = —co.

41 tend vers +o0 avec n pour tout s € C, donc o, = +-oo.

ns

— Sia, =n!, alors
— Sia, =1, alors o, = 1 etlasérie },-, ni diverge au point s = o,.

. _ 1 _ 2. 1 . _

— Sia, = Toan®? alors o. = 1 etlasérie },~; Tognw COnverge au point s = o.
COROLLAIRE 3.4 — Une sériede Dirichlety., -, 7+ d'abscisse converge o. converge sur le demi-
plan 7, = {s € C| Re(s) > o.}, uniformément sur tout demi-plan fermé Re(s) > ¢ > o,.
Sa somme f est une fonction holomorphe sur 7. dont les dérivées itérées s'obtiennent en
dérivant la série initiale terme a terme:

f(k)(s) _ (—l)k Z an(losgn)k

n>1 n

pour toutk € N et tout s € 7.

Démonstration. C’est une application immédiate du théoreme de Weierstrass sur la pré-
servation de I’holomorphie par limite uniforme. O

REMARQUE 3.5 — Sil'on se borne a ne considérer que des valeurs réelles de la variable s,
alors on peut établir aisément que la somme f(s) de la série de Dirichlet },~; % est une
fonction indéfiniment dérivable sur le demi-plan s > o,. Il suffit bien entendu de consi-
dérer la cas o, < 4o et, en raisonnant par récurrence, de prouver que f est dérivable sur
|0;, +oo[, de dérivée f’ vérifiant

F(s) = — Z aylogn

s
n=>1 n
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pour tout s > o... Etant donné s > s; > o, dans R, nous pouvons écrire

aplogn  logn an

(4)

ns - St st
La série des a,n*' est convergente par hypothese (puisque s; > o,) tandis que la suite de
terme général l‘fgfll tend vers 0 et est décroissante a partir d'un certain rang puisque

dlogu 1—alogu

@ uc = uaJrl
deés que u > ¢'/*. On en déduit la convergence de la série de terme général (1) (par trans-
formation d’Abel) pour tout s > o,.. Cette convergence est en outre uniforme sur tout in-
tervalle [s;, 4] avec s; > o, en vertu de la proposition, donc f est dérivable sur |o,, +o[ et
f'(s) estla somme de la série des a, (logn)n*.

<0

EXEMPLE 3.6 — Considérons la série de Dirichlet

_1n+1
Z( )

s 3
n>1 n

qui est convergente pour s > 0 et divergente pour s < 0; son abscisse de convergence est
donc o. = 0. Sa somme f est une fonction holomorphe sur le demi-plan $e(s) > 0. Pour
s € C avec RRe(s) > 1, la convergence absolue des séries permet de permuter les termes et

donc d’écrire
2 2 1 1 1

1 1 1 2 2 2
R T T TR T Ch T
1 1 1
BT T
= 1)

En observant que I'on a
2
- =1 —eI791082 — (5 1)log2+o(s—1)
au voisinage de 1, I'identité

-5 =6-1(1-2) 56

fait apparaitre au membre de droite une fonction holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 0,

de valeur
1 1
()= log2 Z

n>1
en s = 1. Nous venons ainsi de prouver que la fonction { posséde un prolongement méro-
morphe sur le demi-plan fRe(s) > 0 ayant un unique pole en s = 1; il s’agit d'un p6le simple,
de résidu 1.

(_1)n+l

=1

log?2

Partant d’'une série de Dirichlet f(s) = Y~ a,n~*, nous pouvons considérer la série de
Dirichlet g(s) = ¥, |a,|n™* et lui appliquer ce qui précede.

DEFINITION 3.7 — L’abscisse de convergence absolue d'une série de Dirichlet Y, -, a,n~
est 'abscisse de convergence de la série de Dirichlety., - |a,|n"*. C'est l'unique élément de
RU {+oo} tel que la série Y, - |a,|n™* soit convergente sur|o,,+oo| et divergente sur] — oo, o,/.
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LEMME 3.8 — Labscisse de convergence o, et l'abscisse de convergence absolue ¢, d'une série
de Dirichlet vérifient les inégalités

0. <0,< 0+ 1.

Démonstration. Linégalité o, < o, est claire puisque la convergence absolue implique la

convergence. Si s > 5o > o, alors
dan

&= o(1)

nso

o (1
ns+l1 - nl+s—so )’

donc la série a,n' ™% est absolument convergente. On en déduit

et

0'a<1+s

et on conclut en faisant tendre s vers o. |

EXEMPLE 3.9 — La encore, tous les cas sont possibles :
— 0, =0, =—c8la, = ;
— 0,=0,=+wsia, =n!;
—o.=0,=1sia,=1;

— o.=0eto, =1sia, = (—1)""".

En général, une série de Dirichlet est donc divergente sur le demi-plan Re(-) < o,
convergente mais non absolument convergente sur la bande o, < Re(+) < o, de largeur
au plus 1, et absolument convergente sur le demi-plan Re > o,.

3.2. Lien avec la fonction sommatoire

Nous allons voir maintenant que I’abscisse de convergence d'une série de Dirichlet
a
floy =3 =
n>1 n
est étroitement reliée au taux de croissance de la fonction sommatoire

S(x) = Zan.

n<x

PROPOSITION 3.10 — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) l'abscisse de convergence o, est finie ou —;
(ii) la fonction sommatoire a une croissance polynomiale : il existe ¢ > 0 tel que S(x) =
O(x).
Démonstration — Si la série de Dirichlet converge en o € R, alors a,n"° = O(1) et donc

S(x) = Zan =0 <2n6> =0(x°),

n<x n<x
au moins pour o # —1. Si 6 = —1, la série converge a fortiori pour c =0 et donc S(x) = O(x).
Réciproquement, si S(x) = O(x“), alors
an=_S8(n)—S(n—1)=0(n°
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et la série de Dirichlet est donc convergente en s = ¢ +2. O

Nous pouvons donner un résultat plus précis lorsque 1’abscisse de convergence est po-

sitive.

PROPOSITION 3.11 — Si l'abscisse de convergence o, de la série de Dirichlety.,,a,n"* est

positive, alors

log|S
O, = limsup 70g| )] .
4o  lOgx

Démonstration. Supposons que la série de Dirichlet converge en sy € R-. En posant

il vient

et donc

Réciproquement, silimsup, , .,

4
R = 3 5 =00,

O(x*)
log$§
limsupméso.
x>t lOgx
log S(x)

< ¢, alors S(x) = O(x“) et donc

logx

N S(n)—S(n—1)

g

= nS
N 1 1 SM—1)  S(N)
= Sn) <n_ (n+1)~¥> T WLy

M
N1 . .
ol Y n T +O(M“ S +N%).

n=M

La série de terme général rﬁ% étant convergente pour s > c, la série de Dirichlet converge
pour s > ¢, i.e. o, < c.

d

REMARQUE 3.12 — On dispose bien entendu d’'un résultat analogue pour l'abscisse de
convergence absolue, en considérant la fonction sommatoire Y, |a,|.

PROPOSITION 3.12 — S'il existe A € R tel que S(x) = Ax+ o(x), alors la série de Dirichlet

f6) =Y %

n<x
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a pour abscisse de convergence 1. En outre, pour tout cone C = 1+ Rxpe'® +Rxoe ™ avec
v [0.1]
lim (s—1)f(s) =A.

seC,s—17+

Démonstration. On a o, = 1 par application de la proposition précédente puisque
logS(x) ~ logx.
Posons b, = a, — A, de sorte que

8(6) = £() ~AZ(s) = L
Puisque

lim (s—1){(s) =1

s—1t
en vertu de I'exemple 3.6, il suffit de traiter le cas A = 0; c’est ce que nous supposons par la
suite.
Le raisonnement est analogue a celui conduit pour démontrer la proposition 3.1. Effec-
tuons encore une fois la transformation d’Abel :

Na N _
an ZS(n)<1— 1 '>_S(M‘1)+ S(N)

=t :n:M n (n+1)s M (N+1)s

Fixons maintenant € > 0. Puisque S(x) = o(x), il existe M, tel que ]S( )| < enpour toutn > M.

En considérant N > M > My, il vient, en posant de nouveau k = _— et a = Re(s) :
i@ < £<N o1 + M + N )
e VAL iy It (1) M (N 1)
. 1 1 l—a | pl-a
< ek(nZMn i +1)a>+M +N )
< ek(i i (n— n—l))+2M1_a+2N1_”>
n=t

On en déduit, en faisant M =1 et N — +

(s—l)za—'s’

< ek(a—1)({(a) +2),

n>1 n
d’ou
limsup |(s—1) Z a—z < gk
SEC,s—1+ n>1"
et donc
lim (s—1)f(s)=0,
seC,s—>l+( )f( )
ce qu'il fallait démontrer. O

La réciproque est fausse : il se peut que (s — 1)f(s) ait une limite en 17 sans que pour
autant ( ! en ait une en +oo. Considérons par exemple a, = (—1)""'n, auquel cas

_1\n+1
fo =Y E 2



22

pour Re(s) > 2. La série apparaissant a gauche converge sur l'intervalle |1, +oo[, ol elle vé-
rifie 0 < f(s) < 1 d’apres le théoréme des séries alternées; on a donc

lir]n+(s— 1)f(s)=0.

Cependant,
S(N) . Y si2ln;
=Y (-1)"'n= { 2
N ngv ML si2fn.
n’a pas de limite en + puisque
S 1 S 1
liminfﬂ =——cet limsupﬂ =-.
X—feo X x—feo X 2

L'encadrement évident —1/2 < 0 < 1/2 se généralise, ce que nous admettrons.

THEOREME 3.13 — Si une série de Dirichlet

Ap
f9)=2
n>1 n
converge pours > 1, alors
S S
liminfﬂ < liminf(s — 1) f(s) < limsup(s — 1) f(s) < limsupﬂ.
X—feo X s—1F g1+ x—+4oo X
Démonstration. Admis. O

3.3. Les séries de Dirichlet des fonctions arithmétiques

Comme nous l'avons dit, les séries de Dirichlet sont naturellement les séries généra-
trices des fonctions arithmétiques. Pour f € </, posons

Dy (s) = Z f(”)

s
n=1 n

Si f est a croissance polynomiale, alors I'abscisse de convergence de Dy est dans RU { —co}
(Proposition 3.10). Nous noterons o 'abscisse de convergence absolue de Dy.

PROPOSITION 3.14 — Si f, g € &/ sont deux fonctions arithmétiques telles que oy,0, < +oo,
alors 6., < max(oy,0y) et

Dyig(s) = Dy(s)Dy(s).

Démonstration. Pour s € C tel que a = Re(s) > max(oy, o),

xg(n 1
Z|f g(n)| _ Zﬁ

n>1

Y. fu)g(v)

uv=n

b
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Cela montre que Dy,,(s) converge absolument si fe(s) > max(oyr,0,), donc oy, <
max(oy,0,), et les inégalités précédentes sont alors des égalités si 'on omet les mo-
dules puisque la convergence absolue permet de regrouper les termes a notre guise.
0

COROLLAIRE 3.15 — Si f € </ est inversible et si oy, Oy(-1) < oo, alors
Dy(s)Dyn)(s) =1
pour tout s € C tel que Re(s) > max(oy,04-n ). En particulier, Dy(s) ne sannule pas sur le

demi-planRe(s) > max(0y, 64-1)).

EXEMPLE 3.16 — 1. On a D;(s) = {(s) et 5; = 1. L'inverse de 1 est la fonction de Mdébius, qui
vérifie o, < 1 puisque |u(n)| < 1 pour tout n. Comme

)| 1

diverge, il vient o, = 1. On en déduit que {(s) ne s’annule pas pour fe(s) > 1, ainsi que
I'identité

pmn) 1
Lo

2. On sait que la fonction d comptant le nombre de diviseurs d'un entier vérified = 1 x 1.
On adonc o; < 1, puis o; = 1 puisque

d(n) 1
> —
Zn21 n /r;n
diverge. On en déduit 'identité
d(n) _ 2
Y =)

pour tout s € C tels que Re(s) > 1.

3. On sait que ¢ =idx u. Comme D;;(s) = {(s— 1) a pour abscisse de converge absolue 0,
oy < 1. 11 s’agit en fait d'une égalité puisque

diverge. On en déduit l'identité

4. Considérons finalement la fonction de von Mangolt A = xlog. Onaocy < letoy =1

par divergence de
A(n)
Y=, ZL

n>1 n pp

1

Puisque Dyoe(s) = —¢(s) et Dy (s) = (s)~!, nous obtenons I'identité

A L)
n>1 n ¢(s)

pour tout s € C tel que Re(s) > 1.
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Le résultat suivant montre qu’'une fonction arithmétique a croissance polynomiale est
entierement déterminée par sa série de Dirichlet. Il permet en particulier d’établir des
identités entre fonctions arithmétiques a partir de calculs sur leurs séries de Dirichlet.

PROPOSITION 3.17 — Soit f, g € </ deux fonctions arithmétiques a croissance polynomiale.

S'il existe c > max{cy, 0.} tel que D¢ (s) = D,(s) pour touts € [c,~+oo|, alors f = g.
Démonstration. En posant h = f — g, nous avons o, < max{0y, 0.} et D(s) = 0 pour tout

s € [c,+eo[. Supposons que 4 ne soit pas identiquement nulle et désignons par ng le plus

petit entier tel que /(n) # 0. Chypothese nous permet d’écrire

h(no) _ y h(n)

n(C)th nett

n>ng+1

pour tout ¢ € [0,+co[. En observant que 'on a
c+t

Iy — % (@)t < ’LB "o t
ntt e \n/) T n¢ \ng+1
pour tout n > ng + 1, il vient

c [(n)] no \'
|h(no)| < ng (n}%‘Fl n¢ > ' <n0+1>

pour toutz € [0, +<[. Nous en déduisons /(ny) = 0 en faisant tendre 7 vers oo, ce qui contre-
dit notre hypothése; la fonction 4 est donc identiquement nulle, c’est-a-dire f = g. O

COROLLAIRE 3.18 — Soit f € </ une fonction arithmétique a croissance polynomiale. Si f
nest pas identiquement nulle, il existe un nombre réel c tel que Ds(s) ne sannule pas sur
tout le demi-plan Re(s) > c.

Démonstration. Supposons que ny soit le plus petit entier tel que f(ng) # 0. Si s € C est
un nombre complexe tel que Re(s) > o et Ds(s) = 0, nous pouvons écrire comme dans la
démonstration précédente

Re(s)—c
Fo)| <mp Y ',faﬁﬁﬁ‘:"ﬁ( )3 ’ﬂ?))'(nonil)

n>nop+1 n>nop+1 n

pour tout ¢ > oy et donc fe(s) est majorée en fonction de n et c. O

Sans surprise, enfin, les séries de Dirichlet des fonctions multiplicatives ont une struc-
ture particuliere.

PROPOSITION 3.19 — Soit f € &/ une fonction arithmétique multiplicative a croissance po-
lynomiale.

(i) Pour tout nombre premier p, la série restreinte

vap(s) _ Z f(p™)

ms
m>=0 p

converge absolument uniformément sur tout demi-plan fermé contenu dans PRe(s) >
Oy.

(ii) La suite des produits [1,<y Dy,,(s) converge uniformément sur tout demi-plan fermé
contenu dansRe(s) > oy et

Ds(s) =1 Pr.r(s)-
p
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(iii) S’il existec € R tel que
/(™)
pmc

<t
p m=>1
alorsor<cet

Dy(s) = []Drs(s)
p
pour tout s € C de partie réelle strictement supérieure dc.
Démonstration. (i) 1l suffit d’écrire

y |/

m>=0 p

cy Ol

n>1 n

(ii) Notons Zy 'ensemble des nombres premiers inférieurs a N.

" v(p) n,
HWM—H@WU_Z ey s

pms ns
pEL@gN pE'@gN m=0 VZP}SN%N pE'@gN VI,@SNHN v

oul'onaposény =[],cr_, p"?). Lorsque v parcourt 'ensemble des applications de Z«y
dansN, n, décrit!’ensemble des entiers strictement positifs dont tous les facteurs premiers
sont inférieurs a N. Puisque ceux-ci contiennent certainement tous les entiers inférieurs a
N, nous en déduisons

Cy

n>N n

Dy(s)= [] Drprs)

PEP N
ce qui établit la convergence de [],c»_, Dy »(s) vers Dy(s), uniformément sur tout demi-
plan fermé Re(s) > c.

)

(iii) Cette hypothese équivaut a la convergence du produit infini

14 m=1 p
En raisonnant comme au point (ii), la multiplicativité de f entraine la majoration
Z f (”) < H <1 i Z f )

(™)
e B =S w1l P
pour tout N > 2, et donc la convergence de D(s), uniformément sur le demi-plan fermé
PRe(s) > c. Onadonc oy < ¢, et Dy(s) =[], Dy, (s) d’apres le point (ii). 0

REMARQUE 3.20 — Lorsque f est completement multiplicative, c’est-a-dire vérifie f(mn) =
f(m)f(n) pour tous entiers m et n, la formule du point (ii) s’écrit plus simplement sous la

forme | ( P ))_1
Yo=TI(1-=%) -

n>1 P ps
C’est une généralisation de la formule du produit d’Euler.

EXEMPLE 3.21 — On a

n>1 g p
pour tout complexe s tel que PRe(s) > 1.
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4. LES NOMBRES PREMIERS EN PROGRESSION ARITHMETIQUE : LE THEOREME DE
DIRICHLET

4.1. Caracteres de Dirichlet

DEFINITION 4.1 — Soit N > 1 un nombre entier. Un caractére de Dirichlet modulo N est une
fonction y : Z. — C induite par un morphisme de groupes J : (Z/NZ)"* — C*. Plus précisé-
ment :

0 si pged(n,N) # 1
x(n) = { X(n (modN)) sipged(n,N)=1.

Le caractere de Dirichlet modulo N tel que x(n) = 1 pour tout entier n premier a N est dit
principal (ou trivial).

Il peut arriver qu'un caractere de Dirichlet modulo N se factorise par (Z/MZ)* avec M|N
et M # N, c’est-a-dire que x provienne d’un caractere de Dirichlet modulo M via la projec-
tion canonique

(Z/NZ)* — (Z/MZ)™ .
Cette observation motive la définition suivante.

DEFINITION 4.2 — Le conducteur d’un caractere de Dirichlet y est le plus petit entier M (au
sens de la divisibilité) tel que x se factorise a travers (Z/MZ)*. On dit qu'un caractere de
Dirichlet modulo N est primitif si son conducteur est égal aN.

De facon évidente, le conducteur du caractére principal modulo N est égal a 1.

EXEMPLES 4.3 — 1. Les caracteres de Dirichlet modulo 4.

Le groupe (Z/4Z)™ est cyclique d’ordre 2, engendré par la classe de —1. Il y a deux ca-
racteres de Dirichlet modulo 4 : le caractere principal y;, défini par x;(—1) = x1(1) =1, et
le caracteére y,, défini par x»(1) =l et yp(—1) = —1.

2. Les caracteres de Dirichlet modulo 8.

Le groupe (Z/8Z)* est abélien d’ordre 4. Tous ses éléments sont de carré trivial, donc il
estaZ/2Z x Z./2Z. Plus précisément :

(Z/SZ)" ~ (—1) x (3).

Un caractere de Dirichlet modulo 8 envoie tout élément de (Z/8Z)* sur un élément d’ordre
(au plus) 2 dans C*, donc sur 1 ou —1, et il est entierement déterminé par la connaissance
des images de —1 et de 3. Ces observations permettent de dresser aisément la liste de tous
les caracteres de Dirichlet modulo 8 :

1| —1| 3 | —3 | conducteur
x| 1] 1 1 1 1
v|1|—-1|-1]1 4
i1 1 | —1]-1 8
X4 1| -1 1 —1 8

Les caractéres qui se factorisent a travers (Z/4Z)* sont ceux qui sont triviaux sur le
noyau {1,—3} de la projection canonique (Z/8Z)* — (Z/4Z)*.
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4.2, Fonctions L de Dirichlet

On associe a tout caractere de Dirichlet ¥ modulo N la série de Dirichlet
x(n
Ligs) = ¥ 20,

s
n=1 n

Comme |x(n)| < 1, cette série de Dirichlet est absolument convergente sur le demi-plan

Re(s) > 1 et
oo (-22) - 52)’

P P’
P piN
sur ce demi-plan par multiplicativité compléte de y.
PROPOSITION 4.4 — Soit y un caractere de Dirichlet modulo N.
1. Siy =1 est le caractere principal, alors l'abscisse de convergence (absolue) de L(1,s) est

égaleal et
L(1,s) = H (1 - 1> &(s)

pIN p
pour tout nombre complexe s tel que Re(s) > 1.

2. Siy nlest pas principal, alors :
@

pour tout nombreréelx > 0;

(ii) Uabscisse de convergence (resp. de convergence absolue) de la série de Dirichlet
L(x,s) est égale a0 (resp. al).

Démonstration. 1. U'abscisse de convergence (absolue) de L(1, ) est égale a 1 puisque la
série Yy % diverge. On a immédiatement

L(l,s>zn(1_ls>1:n<1— L)

PIN p pIN P

sur le demi-plan PRe(s) > 1.

2. Considérons maintenant un caractere y non principal.
Pour établir (i), il suffit d’'observer que la fonction sommatoire de y est N-périodique,

puisque

Y x(n)=0

nel
pour tout intervalle / de longueur N par orthogonalité de y et du caractére principal, et
d’observer que 'on a trivialement

Y x(n)

n<x

< Y lx(ml= o)

n<N

pour toutx € [0,N].

Le fait que la fonction sommatoire de y soit bornée entraine que I'abscisse de conver-
gence o, de L(y,s) vérifie o, < 0 (Proposition 3.11), et 'on obtient 6. = 0 en observant que la
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série )~ x(n) ne converge pas puisque |x(n)| = 1 pour tout n premier a N. On a par ailleurs
o, = 1 puisque |x(n)| < 1 pour tout n et que la série ¥~ [ (n)|n™" = L2, pgcduyy—17 " di-
verge. 0

4.3. Démonstration du théoreme de la progression arithmétique

Le point-clef pour démontrer le théoreme de la progression arithmétique de Dirichlet
est 'observation suivante.

PROPOSITION 4.5 — Pour tout caractére de Dirichlet y non principal,

L(x,1) #0.

Démonstration. Pour s de partie réelle > 1,

I weo- [T T(-22) =11 11 (1-22)

s
x mod N x mod N piN PIN x mod N p

ou f(p) désigne 'ordre de p dans (Z/NZ)* et g(p) = ¢(N)/f(p). En effet, x(p) est toujours
une racine f(p)-ieme de I'unité, et chacune apparait g(p) fois (voir les rappels sur les ca-
racteres des groupes abéliens finis dans la section 4). La derniere égalité découle de la

factorisation
1-x/ =[J(1-&x)
¢
dans C[X], ou £ parcourt I'ensemble des racines f-iemes de I'unité dans C.

- 1 —&(p)
:Ig<1pf(.0)s) ’

P

On reconnait a droite un produit des séries géométriques Y~ ﬁ, donc nous pouvons
écrire

(5) HL)(S

X mod N n=1 ns
avec a, > 0 pour tout n; c’est une propriété remarquable, puisque chacune des séries L(y, s)
est a coefficients complexes!
Désignons par o 'abscisse de convergence (absolue) de cette série de Dirichlet.
En observant que I'on a

il vient

H< 1 )-g H( )-g(p) H< 1>—g(p) H< 1>—1
l——— = > 1—— > 1—— .
oIV plp)/eN) l/g p) PN p o p

Comme le produit de droite est divergent (TD1, exercice 3), on obtient déja

G}W.

Raisonnons maintenant par I'absurde en supposant qu'’il existe un caractére non prin-
cipal o tel que L()xo,1) = 0. La fonction

L(1,5)L(x0,5) = [ J(1 = p)E(s)L(x0,5)

pIN
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se prolonge alors en une fonction holomorphe sur tout le demi-plan fRe(s) > 0 puisque,
comme nous 'avons établi précédemment, {(s) admet un prolongement méromorphe
sur ce demi-plan ayant un unique pole, simple, en s = 1. La série de Dirichlet figurant dans
I’équation (1) admet donc un prolongement holomorphe sur le demi-plan fRe(s) > 0, ce
qui impose o < 0 pour son abscisse de convergence (absolue) ¢ en vertu de la proposition
suivante. Nous avons abouti a une contradiction, ce qui termine la démonstration. O

PROPOSITION 4.6 (LANDAU) — Soit (a,),>1 une suite de nombres réels positifs telle que la
série de Dirichlet Y,,~, a,n™* ait une abscisse de convergence ¢ < +. La fonction f(s) =
Y1 a.n”", définie sur le demi-plan Re(s) > o, n'admet pas de prolongement holomorphe
au voisinage de c.

Démonstration. Si I'on pose b, = a,n°, de sorte que a,n°* = b,n~ "~ %), la série de Diri-
chlet y,-,b,n" est encore a coefficients positifs, a pour abscisse de convergence 0 et se
prolonge holomorphiquement au voisinage de 0 si et seulement si f se prolonge holomor-
phiquement au voisinage de o. Cette observation montre qu'il suffit donc de considérer le
caso =0.

Supposons que f admette un prolongement holomorphe sur un disque ouvert D de
centre 0. En observant que a,n* croit vers a, lorsque s tend vers 0 dans ]0, +c[, nous pou-
vons écrire

N ay, N
f0)= tim f(s)=supf(s) >sup Y. L = ¥ a,
n=1

s—0, s>0 >0 >0 =1 ns

pour tout N > 1, donc la série numérique de terme général a, > 0 est convergente. Ceci
permet d’appliquer le théoreme de convergence dominée, qui fournit I'égalité

(0) = Z’lan.

Nous pouvons reproduire ce raisonnement avec la série de Dirichlet ¥, a,(logn)n™", de
somme — f”(s) sur le demi-plan fRe(s) > 0 et a coefficients tous positifs; nous obtenons

- Z ay(logn).
n>1
Plus généralement, en itérant ce raisonnement,
FO(0) = (~1)F ¥ au(logn)*
n>1
pour tout k£ > 0.
Par hypothese, la série entiere
Y V0F = T ¥ (-Dallogn)'d
k=0 k>0n>1

converge sur le disque D. En I’évaluant en un nombre réel r < 0 dans D, nous obtenons une
série double convergente a termes positifs; il est donc licite d’intervertir les deux sommes
et de conclure a la convergence de la série numérique

1 a
—tlogn __ n
E aHE o tlogn E ane = pot
n>1 k>0 n>1 n>1

Il en découle que 'abscisse de convergence o de notre série de Dirichlet est inférieure a ¢,
et donc strictement négative. Comme o = 0, c’est une contradiction et f ne peut donc pas
avoir de prolongement hololomorphe au voisinage de o. a

Il est maintenant facile de démontrer le théoréme de Dirichlet.
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THEOREME 4.7 (DIRICHLET) — So0itN € Z~ eta € Z avecpged(a,N) = 1. Il existe une infinité
de nombres premiers congrus a a modulo N.

Démonstration. Désignons par & 'ensemble des nombres premiers et par &, y) le sous-
ensemble des nombres premiers congrus a @ modulo N. La série de Dirichlet
Z 1

PEP(an) P
converge sur le demi-plan fRe(s) > 1 et 'on peut écrire
Z i _ Z 1{5} (p)

S )
PEP (4 n) P pcr P

N

ol
1{5} : (Z/]\/YZ)>< —C
désigne la fonction caractéristique du singleton {a}.

L’analyse harmonique sur le groupe abélien (Z/NZ)™ (voir la section suivante pour des
rappels) permet d’écrire 15, al'aide des caracteres de Dirichlet modulo N :

1 -
1 = W ;%(“)%-

On en déduit

—

: x(a)
. = a
pe{/?(a N) px (p(N p.X px

1 -
= q)()< Z +Z%(a)fx(s)>

\)
pez, piINP x#1

—
~—

avec )
xX\p
fx(s): Z s
peP p
Comme

pour tout s €]1, 4|, le théoreme sera démontré si I'on prouve que f,(s) est bornée au
voisinage de s = 1 pour tout y # 1.

Pour ce faire, on peut remplacer f,(s) par

© g =+ Y ARy 20"y )

mpms mpms

pEL, m=2 peEZ, m=1 peP
puisque
e ¥ =X ;
< =
peEP m>1 mp'" peEP, m=2 pmme(s) pEZ pi)‘ie(s) (pme(s) - 1)

est bornée sur tout compact du demi-plan Re(s) > 1.

On a e$x(¥) = L(yx,s) sur le demi-plan %e(s) > 1. Nous savons que L(y,s) se prolonge en
une fonction holomorphe sur le demi-plan fe(s) > 0 telle que L(x, 1) # 0. En choisissant
une détermination du logarithme sur un voisinage de L()x, 1) dans C*, nous en déduisons
que gy (s) se prolonge également en une fonction holomorphe, et donc est bornée, sur un
voisinage U de s = 1.
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Au final, nous avons établi I'estimation asymptotique
ol Lot
T o) s

+0(1)
pe%m ps

pour tout s dans |1, +eo[NU. Cela montre que le membre de gauche diverge lorsque s tend
vers 17, donc &, y est un ensemble infini. ]

4.4. Annexe : Analyse harmonique sur un groupe abélien fini.

Soit G un groupe abélien fini.

1. Un caracteére de G est un morphisme de groupes x : G — C*. Lensemble
G = Homg,(G,C*)

des caracteres de G est un groupe pour la multiplication usuelle des fonctions (i.e.
(x122) (x) = x1(x)x2(x)), appelé groupe dual et non canoniquement isomorphe (©) 2 G. Son
élément neutre est le caractere trivial, qui envoie G sur {1}; on le note 1.

EXEMPLE — Si G = Z/NZ, alors on dispose d'un isomorphisme canonique Z/NZ= uy, x +—

x(1). Choisir un isomorphisme entre Z/NZ et Z/NZ revient a choisir une racine N-iéme de
I'unité primitive.

2. [Fonctorialité] Si f : G — G’ est un morphisme de groupes abéliens, alors 'application
f*:G — G, x> xof,estun morphisme de groupes. Etant donné un sous-groupe H de
G, la suite exacte naturelle

1 H

induit une suite exacte”)

T+

| —~G/H

Autrement dit : tout caractere de H se prolonge en un caractere de G, et les caractéres du
groupe quotient G/H s'identifient aux caractéeres de G qui sont triviaux sur H.
En particulier, sia est un élément de G d’ordre f, alors
(i) x(a) estune racine f-ieme de 'unité dans C pour tout caractere x de G;
(ii) lorsque y parcourt I'ensemble G, chaque racine f-iéme de 'unité apparait exacte-
ment |G|/ f fois parmi les x(a).
Pour le vérifier, il suffit de considérer la suite exacte courte

—

1 —— (a)t G (a) 1

ot (a)* = {y € G| x(a) = 1}, et de remarquer que I'application y — ¥ (a) réalise un isomor-
phisme entre (a) et u¢(C).

6. C’est facile a établir lorsque G est cyclique, et le cas général s’en déduit en utilisant le théoreme de
structure des groupes abéliens finis.
7. Cela signifie que le noyau de chaque fleche et égal a 'image de la fleche précédente.
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3. Les caracteres de G forment une base orthonormée du C-espace vectoriel des fonc-
tions complexes sur G relativement au produit scalaire hermitien

(fle) = |G‘ Y flx)g

xeG
Nous pouvons donc écrire toute fonction complexe f sur G sous la forme

f=Y lhHx

x€G
En particulier (relations d’'orthogonalité) :

(i) pour tout xe(A},
G| six=1
¥t =lclnin={ o i

G smon.

(ii) pour tout x € G,

Z { |G| six=1
x(x sinon.
xeG

On peut le justifier ainsi :

Yox) = | Xxx | 1)

xeG x€G

= |G (ZA(l{x}%)X) (1)
x€G

= |Gy (1)
ou 1;, désigne la fonction caractéristique du singleton {x}.
On peut aussi invoquer la bidualité : le morphisme de groupes canonique

GG, x— (1 x(x))

est un isomorphisme et (ii) est une reformulation de (i) en remplacant G par G.
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5. LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

5.1. Lafonction Gamma d’Euler

n!:/ e 't dt,
0

valable pour tout entier n € N et que I’on démontre aisément par récurrence et intégration
par parties, permet d’étendre le domaine de définition de la fonction factorielle : le second
membre garde en effet un sens lorsque I'entier n est remplacé par n'importe quel nombre
réel dans | — 1, +oo].

Euler observa que I'identité

Plus généralement, pour tout z € C tel que Re(z) > 1, lafonctiont — e~'#~! est intégrable
sur |0, +o<[ et 'on pose

) I(z) = /O et ar,

Remarque 1 — On a immeédiatement

F(l):/ et dr=1
JO

1 © dr °
r<>: eftfzz/ efuzdu:\/%/e*’”‘zdu:\/%
2 0 NG 0 R

sil'on connait la valeur de 'intégrale de Gauss.

et

Proposition 2 — (i) La fonction T ainsi définie est holomorphe sur le demi-plan Re(z) > 0,
sur lequel
elle vérifie l'équation fonctionnelle

(8) C(z+1) =2I(2).
(ii) Elle se prolonge de manieére unique en une fonction méromorphe sur C, encore notée
I

(iii) La fonctionT satisfait I'équation fonctionnelle (2) sur C. Ses péles, tous simples, sont
les entiers négatifs, et le résidu del” en —n est (71!)".

n

Démonstration. (i) 11 s’agit d'une application du théoréeme d’holomorphie sous l'inté-
grale:

- la fonction
R x C, (I,Z) s e = e—t+(z—1)10gt
est continue, donc intégrable par rapport az sur tout segment, et elle est holomorphe
par rapport a la seconde variable;

- pour tous nombres réels 0 < a < b et tout nombre complexe z € C tel que a < Re(z) < b,
la majoration

—tga—1 :
R T NE R sit€]0,1]
e = e \{ e 'th71 site 1,400

fournit une domination uniforme en z dans la bande verticale %,;, = {z € C|a <
MRe(z) < b} par une fonction intégrale sur [0, +-oo|.
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Sous ces hypotheses, le théoréme d’holomorphie sous I'intégrale fournit 'holomorphie de
la fonction I sur I'intérieur de 4, 5, et donc sur tout le demi-plan Re(z) > 0 puisqu’il s’agit
d’une propriété locale.

(ii) L'unicité du prolongement se déduit directement du principe du prolongement ana-
lytique : si Z C C est une partie discrete et si f et g sont deux fonctions holomorphes sur
C\ Z qui coincident avec I sur le demi-plan Re(z) > 0, alors f = g en vertu du principe du
prolongement analytique, car C\ Z est connexe et le demi-plan fie(z) > 0 est un ouvert non
vide de C.

Existence : étant donné un entier n > 1, on consideére la fonction I',, définie sur le demi-
plan Q, = {z € C | Re(z) > —n} par

[(z+n)
I = .
(2) z2(z+1)---(z+n—1)
C’estune fonction méromorphe sur ce demi-plan, ayant des poles simplesen0,—1,...,—(n—
1). Les fonctions I, et I, coincident sur Q, puisque
[(z+n+1) (z+n)[(z+n)
w1(2) 2(z+1)-(z+n)  z(z+1)--(z+n) (2)

pour toutz € Q,\{0,—1,...,—(n—1)}, donc il existe une unique fonction F sur C\ (—N) tel
que F(z) =T, (z) pour tousn € Netz € C\ (—N) tels que Re(z) > —n.

(iii) Lidentité I'(z+ 1) = zI'(z) entre fonctions holomorphes sur I'ouvert connexe C\ (—N)
est vérifiée sur le demi-plan e(z), donc également sur tout C\ (—N) en vertu du principe
du prolongement analytique.

Considérons finalement n € N et écrivons

I(z+n+1)
2(z+1)---(z+n)

[(z) =Thyi(z) =

pour toutz € Q,;\{0,—1,...,—n}. Comme I'(1) = 1, nous en déduisons I"équivalent

1 _ (=D 1
['(z) ~ (—n)(—n+1)---(=1)(z+n) - n! Z+n

au voisinage de —n. Ceci prouve que I" admet un podle simple en —n, de résidu e a

n!

Le prolongement méromorphe de la fonction I' que nous venons de construire a partir
de I'équation fonctionnelle peut s’obtenir différemment, en écrivant explicitement une
fonction méromorphe qui coincide avec I' sur le demi-plan Re(z) > 0.

Pour ce faire, on commence par écrire

t n
e’ = lim (1—7>
n— oo n

pour tout s € R. La domination

t\" t t
(1—7> =exp (nlog (1—7)> gexpn<—7) =e !
n n n

vaut pour n > |t| en vertu de l'inégalité log(1 + x) < x pour tout x > —1. Le théoréme de
convergence dominée nous permet donc d’écrire :

- " " 1
I'(z) :/ e 'l dr = lim (1 - 7) 7 ldr = lim nz/ (1—u)"uw* " du
0 0 A
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pour tout nombre complexe z tel que SRe(z) > 0. On définit classiquement la fonction Béta
d’Euler en posant

1
B(x,y) :/ (1—u) 1w du
0
pour x,y dans le demi-plan fRe(s) > 0. En utilisant de fagon répétée I'identité
X
B(x+1,y) = —Blx,
(x+1y) =~ e (x,y)

(cf. le lemme ci-dessous), il vient

n!
B(n,z)n* = lim B(1,z)n%,
n—+e 74 n (n,2) n—+o (z4+1)---(z+n) (1,2)

d’ou au final

. nln®
©) ') _ngrfw 2(z+1)---(z+n)

puisque B(1,z) = 1.
Lemme 3 — Pour tous nombres complexes x,y tels que Re(x),Re(y) >0,

X
B(x+1,y) = mB(Xv)’)-

Démonstration. Une intégration par parties conduit a

1 1
B(x+17y):/0 (l—u)xuyldu:;C/O (l—u)xfluydung(x,y—i—l).

En développant (1 —u)* = (1 —u)*~!(1 —u), il vient
B(x,y+1) =B(x,y) —B(x+1,y).
La conclusion s’obtient en combinant ces deux identités. |
Lidentité (3) s’écrit de maniere équivalente sous la forme

1 z(z 1) (z4n)

Au membre de droite figure une suite de fonctions holomorphes sur C tout entier. Nous
allons voir que la convergence est uniforme sur tout compact, et donc que la limite est
holomorphe sur C; c’est 'expression de I" que I'on souhaitait.

Proposition 4 — Pour tout z € C,

— = lim Azt l)--(ztn) nt
[(z) noteo n!

et la convergence est uniforme sur tout compact. En particulier, la fonction I ne s'annule en
aucun point de C.

Démonstration. La stratégie de démonstration est tres classique : on établit tout d’abord
que le membre de droite définit une fonction holomorphe sur C en prouvant que la
convergence est uniforme sur tout compact, puis, en notant Z ’ensemble (discret) des
zéros de I, on observe que les deux membres sont des fonctions holomorphes sur I'ouvert
connexe C\ Z qui, comme on vient de le voir, coincident sur I'ouvert non vide Re(z) > 0;
I’égalité vaut alors sur C\ Z en vertu du principe du prolongement analytique. Le membre
de droite étant holomorphe sur C, on en déduit immédiatement I'(z) # 0 pour tout z € C
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Pour toutn € N* et z € C, posons

2(z4+1)---(z+n)
n(2) = nén! ’
Il s’agit d'une fonction holomorphe sur C ayant un zéro simple en 0, —1,..., —n. Ecrivons

I 2
un(2) =n zklj[l(l—l-k)

et

n—1 n
1 1
ni = e~ o8n —expy (—z log(k+1) —log(k)> =exp <—z Z log <1 + k)) -exp <zlog <1 + n)>
k=1 k=1

(le second facteur du membre de droite compense le terme d’'indice k = n dans la somme),
d’ou
“ 7\ 1y 1
Un(z) = Z]!;II (1 + A ) e~3log(147) . p=<log(1+7)
Le facteur ¢°¢(1*1) tend vers 1 uniformément sur tout compact, donc nous pouvons le
négliger dans ce qui suit. Fixons R > 0 et z tel que |z| < R. Pour k > R, il vient
4 4 z
‘%‘ <1, etdonc 1+% :elog(lﬂ),

—1)ntl . y 2 .
en définissantlog(1 +x) par la série entiére usuelle },,- ( 1}2 “ ¥ Ceci permet donc d’écrire

. <\ —zlo (L+l) — < 7zkg(l+%)' bg(L+i)fzbg(L+%)
z I+ )e @l z 1+ )e e
f(1+5) I (+) I

1<k<R R<k<n
1
= o [T (1+47)eetirblent
1<k<R

en posant

vra(@) = ¥ <log<1+i)—zlog(1+llc>).

R<k<n

Il existe un nombre C(R) > 0 tel que

R
|log(1+4x) —x| < C(R)x* pourtoutx € C tel que |x| < max — < 1.

keN, k>R k
On en déduit la majoration
1 1
vea(z)] Y |log <1 + 5) — zlog (1 + ) ' < Y CRE+R) Y .
R<k<n k k R<k<n R<k<nk

Le membre de droite tend vers 0 lorsque n tend vers +, donc ceci établit la convergence
uniforme de la suite (vg,) sur le disque fermé D(0,R).

Nous avons obtenu ainsi la convergence uniforme de la suite («,) sur D(0,R) vers une
fonction u.. s'écrivant

unfe) =z T (1) etelrient
1<k<R k

pour tout z € D(0,R). Cette fonction est holomorphe sur I'intérieur de D(0, R), avec un zéro
simple en chacun des points 0,—1,...,—|R|. Puisque R a été choisi arbitrairement, la fonc-
tion u.. est donc holomorphe sur C, avec un zéro simple en chaque entier négatif. O
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Corollaire 5 (Formule du produit de Weierstrass) — Pour tout z € C,
1

m =< ()

n>1

ou y désigne la constante d’Euler.

Démonstration. 11 suffit d’écrire, comme dans la démonstration de la proposition précé-
dente,

Z(Z+1)"'(Z+l’l) - lo, 1+ —zlo 1+ an
nz Pt (14 ) e < T (147 e

1 e 1 |
:log(1+)+ (—10g(1+)): ——logn=17y+o(1).
n k; k k z"k

k=1

avec

O

Remarque 6 — La non-annulation de I" sur C constituera une information importante
dans I’étude des singularités (zéros et poles) du prolongement méromorphe de la fonction
{ sur C.

Outre I'’équation fonctionnelle, 1a fonction I satisfait a plusieurs identités remarquables.
Parmi celles-ci, en voici qui joueront un role important par la suite.

Proposition 7 (Formule des compléments) — Pour toutz € C\N,

T
sin(7z)

C()(1—z)=

Démonstration. L'équation fonctionnelle et la formule du produit de Weierstrass per-
mettent d’écrire

1

TT(1-2) zF( _ZH(1+ )(1_7)_ZH <1_kz>

k=1 k=1

On remarque que le produit infini figurant a droite est uniformément convergent sur tout
compact de C en vertu de I’estimation log (1 + i) = /?2 +z*0 (,(1—4) et de la convergence de
la série de terme general (cf. la démonstration de la formule de Gauss ci-dessus).

La conclusion provient immédiatement de la formule du produit pour la fonction sinus

(Euler) : pour tout z € C,
sin(7z) 7
2= 5)

k>1

(voir I'exercice 1 du TD 4 pour une démonstration).

Remarque 8 — En faisant z = J, la formule des compléments fournit

-2
1 2 T 1 1
r(;) ==sin(3)=—. r(-)=vz
<2> Zsin (3 - et donc <2> N2
Vu la remarque 1, ce calcul fournit donc une maniere de retrouver la valeur de I'intégrale
de Gauss.
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Proposition 9 (Formule de duplication) — Pour toutz € C\ (—N),

r (%) r <Z+21> = 21=/7l(2).

Démonstration. En vertu de la formule de Gauss, le membre de gauche est la limite,
lorsque n tend vers +o, de

nin! nin's 22142 ()27t
SEH) - Gn) (1) (B n) et DE+2) @+ 2n+1)
(n!)2n7t+2220n+1) (2n+1)!(2n+ 1)

Cn+1)!12n+1) z(z+1)(z42)- (z+2n+1)

n ZNZ_Z
2n+1

n 2n+1 1 ( |
~ 2 7L'N2_2"+1) T2\
(351) e VR

Ona

et, par la formule de Stirling,
(n!)>2 (2)* 270
2n+1)t (2 B2n+ Dz

donc
nin! n‘n% | f
' : ) ~275%/ 1T (z).
. . +1 +1 +1
G0 Grn) B ) ()
La conclusion en découle immédiatement en faisant tendre n vers +oo. O

Remarque 10 — En faisant z = 1, on retrouve immédiatement
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5.2. Prolongement de la fonction zéta : premiere méthode

Commencons par définir les nombres de Bernoulli.

La fonction z — —*; est méromorphe sur C, avec des poles simples le long de 2inZ \
{0}. Elle se prolonge par continuité en 0 puisque ¢* — 1 ~ z, donc elle est holomorphe au
voisinage de 0. Son développement en série entiere a |’origine s’écrit

b4 B,
1 n! P
n=0

avec B, € R. La série entiere obtenue a pour rayon de convergence 2x (la distance de I'ori-
gine au pole le plus proche).

Le nombre B, est par définition le n-ieme nombre de Bernoulli. 11 s’agit manifestement
d’'un nombre rationnel en vertu des regles de calcul sur les séries entieres.

Le calcul des premiers nombres de Bernoulli s’effectue facilement :

— = (145 +Zz+z3+ h
e—1 3!
2 3 2 3 -1
77z 77z
= 1—( TR TR >+( TR TR ) +...

R A NN A VPG N SR A VPO
2" \3171)¢ 4173 g) T
—1—E+ +0-2°+..
- 2 12

donc | |
Bo=1,B=——,B,=—, By=0.
0 1 s Ba=g Bs
Proposition 11 — Les nombres de Bernoulli sont rationnels et By, = 0 pour toutn > 1.
Démonstration. La premieére assertion découle immédiatement de la rationnalité des
coefficients de la série exponentielle et des regles de calcul sur les séries entieres. Pour
obtenir la seconde, il suffit de vérifier que la fonction f définie par

Z 7z 1 z€°
= . )=
fE =713 2(61—1+ > 20— 1)

est paire, ce qui est immédiat. O

En poussant plus loins les calculs, on obtient

LS U O
30’ 6—127 8 — 10 —

By=—
4 30’ 66

Nous en savons assez pour construire un prolongement méromorphe de la fonction

zéta sur C. Pour Re(s) > 0,
= dr = cdr
I(s) :/ et — = ns/ e " —
0 t 0 t

par le changement de variable ¢ < nt, donc

F(S) _ /wefnttfs @
0 t

nS
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En sommant, nous en déduisons, pour fRe(s) > 1:

ok [eort [ (g [ [
n>1 n>1 0o 1—et ¢t 0o e—1 ¢t

Linterversion de I'intégrale et de la somme est ici justifiée par le théoréme de convergence
monotone : il s’agit d'une série de fonctions positives dont la somme est intégrable (en 0,
cela découle de I'estimation t* e/ — 1 ~ 172),

Pour aller plus loin, nous allons traiter séparément les bornes 0 et « :

g = [ o S [T

er—1 1t er—1t
Dans le membre de droite, la seconde intégrale définit une fonction holomorphe sur tout
C : il suffit en effet d’invoquer le théoréme d’holomorphie sous I'intégrale, avec la domi-
nation
l‘S_l 4
el —1 el—1
pour tout s dans le demi-plan Re(s) < a. Dans la premiere intégrale, nous pouvons rempla-
cer - par son développement en série entiére en 0 et intervertir la somme et I'intégrale
puisque le segment [0, 1] est contenu dans I'intérieur du disque de convergence D(0,27) :

L B 1
bt n+92 n
/oe’—lt_zn‘/ dr = Z

=0 S n!'s—(1—n)

La série de fonctions obtenue est normalement convergente sur tout compact K de C\
{1,0,—1,-2,...} : en effet, il existe § > 0 tel que |s — (1 —n)| > d pourtoutse KetneN, et

B, 1 wy
) N iy rmn Z
n=0

shlnts—(1-
est fini puisque 1 est a I'intérieur du disque de convergence de la série entiere ), %z".
La somme de cette série de fonctions holomorphes est donc elle-méme holomorphe sur
C\{1,0,—1,-2,...}, et méme méromorphe sur C, avec (au plus) un podle simple en 1 et
chaque entier négatif.

Au final, I'identité

a1 ()¢ = Y 2n )+/1°° a—

sonts—(1—n e—1t

valable sous la condition s > 1, fournit bien un prolongement méromorphe de ¢ sur C :
le membre de droite est une fonction méromorphe f sur C, donc I'"! f est une fonction
méromorphe sur C qui coincide avec { sur son demi-plan de définition.

L'étude des singularités de ce prolongement est aisée : celles du membre de droite de

(11) sont des poles simples :
e enl,derésiduBy=1;
1.
2
B 1
=12

et en chaque entier strictement négatif pair —2n, de résidu (gjlgl (rappelons que
Boy+1 =0pourn > 1).

e en 0, derésiduB; = —

e en —1, de résidu

Comme I a un pole simple en chaque entier négatif —n, de résidu (72)!”1 , on en déduit que
(le prolongement de) ¢ :
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e possede une unique singularité, qui est un pole simple en 1;
e s'annule en tout entier strictement négatif pair.

En outre,
BZn

(2n)!

Remarque 12 — Plus uniformément, nous avons obtenu :
B,
—n) = —
§(=n) n+1

pour toutn > 1. Notons également que les valeurs {(0) = —1 et {(—1) = {; peuvent s’écrire
de maniere provocatrice

(D) '2n—1)1=—

ResiC = 1, C(O):—% et C(1—2n) =

1
1+14+14+...=—=
+1+1+ >

et !
1424+34+4+...= —
+24+3+4+ 12

ol les membres de gauche sont les séries divergentes obtenues en évaluant terme a terme
Y,.~1n*en0 eten 1. Ces deux identités sont a comprendre de la facon suivante : étant
donnée une suite a = (a,),>; de nombres complexes, considérons la série de Dirichlet
D(s) =Y,>1a,n""; en supposant

(a) que D(s) a une abscisse de convergence finie;

(b) et que D(s) admet un prolongement méromorphe sur un demi-plan contenant 0 et
holomorphe en 0

cela fait sens de poser
Zp(a) =limD(s).
s—0

Il est clair que les suites a vérifiant les deux conditions ci-dessus forment un espace vec-
toriel complexe et que I'application a — Xp(a) est linéaire. En outre, si a, > 0 et si la série
Y..>1a, associée a la suite a est convergente, alors

Ip(a) =Y an.

n>1
En effet, cette hypothése garantit que I"abscisse de convergence de D(s) est inférieure a 0,
et méme strictement négative sous ’hypothese (b) en vertu du lemme de Landau (Propo-
sition 4.6). On a alors
Ip(a) =1limD(s) = D(0) = ) a,

s—0 n>1
par convergence uniforme de D(s) au voisinage de 0. Lopérateur X, est un exemple
d’ opérateur de sommation.
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5.3. Prolongement de la fonction zéta : deuxiéme méthode

(5.2.1) Préliminaires d’analyse de Fourier

Lemme 13 — Soit f une fonction continue sur R, périodique de période 1. Posons

1 .
en= / f(t)e2mmt gt
0
pour tout entiern € Z. Si la famille (c,)ncz est sommable, alors
f(t) — Z Cne2i7rnt
neZ
pour toutt € R.

Démonstration. Posons g(t) = ¥,,cz c,e*™ pour tout ¢ € R. Il s’agit de la somme d’'une
série de fonctions normalement convergente sur R, donc g est continue et vérifie

1 .
/0 g(t)e ™ dt = ¢,

pour tout n € Z. La fonction f — g est continue, 1-périodique et a coefficients de Fourier
identiquement nuls, donc est orthogonale a toutes les fonctions (¢ — ¢* ™) dans L?([0, 1]);
ces derniéres formant une base hilbertienne, on en déduit f — ¢ = 0 dans L([0,1]), d’ou
f — g =0 presque partout puis, par continuité, f = g. O

Lemme 14 (Transformée de Fourier d’'une gaussienne) — Pour tout & € R,

—ax2 2 _zE2
/€ X emeé dr=e & .
R

Démonstration. En complétant le carré dans I’exponentielle, nous obtenons :
/ efﬂ'x282i7rx§ dx = e*ﬂé‘z / e*ﬁ'(x*ié)z dx
R R

Nous allons calculer I'intégrale apparaissant au membre de droite a 'aide du théoreme
des résidus. Fixons R > 0 et considérons le chemin 93 constitué par le bord du rectangle de

sommets —R,R,R — i§ et —R — i& parcouru dans le sens indirect. La fonction z — e ™ est
holomorphe sur C, donc
/ e dz=0.
TR
On a d’autre part :
R — —R 0
/ o dzz/ o dx—l—i/ ‘:e—n(zmt)z dt+/ o) dx—l—i/ o TR+ g

YR —R 0 R —&

et

< !é!‘Tu‘pé le”<R“2> <&l R,
<

/_5 o TERTI? g
0

donc, en faisant tendre R vers oo,

/e*”("*"‘};)zdx:/e*’”C2 dx.
R R

Il est bien connu que l'intégrale de droite est égale a 1 (on calcule son carré en appliquant
le théoreme de Fubini et en passant en coordonnées polaires). O
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Proposition 15 (Formule sommatoire de Poisson) — Soit f une fonction continue et inté-
grable surR telle que :

(i) la famille (f(n))nez soit sommable;
(ii) la sérieY <z f(x+n) soit uniformément convergente sur [0, 1].

Y. f(n) =Y. fln)

neZz neZz

Ona:

Démonstration. Posons F (x) =Y. ,cz f(x+n) pour tout x € R. La condition (ii) garantit que
F est une fonction continue et 1-périodique; en outre, elle permet d’écrire

/F Y2 gy — Z/fx-i-k —2imnx g Z/kﬂf o2 g /f Je 2T dx — F(n).

kel keZ

La famille (¢, (F))qcz étant supposée sommable, nous pouvons appliquer le lemme précé-
dent: pour tout x € R,
—_ Z Cn(F)eZinnx’

neZz

Y flatn) =Y Flm)er ™.

nel nez
Il reste a évaluer les deux membres en 0 pour obtenir I'identité souhaitée :

Y f(n) =Y fln)

neZ neZ

c’est-a-dire

g

Corollaire 16 (Equation fonctionnelle de la fonction théta) — Posons, pour toutt € R~,

o(r)=Y e ™.

neZz

9 (1) )

Démonstration. Etant donné ¢ > 0, la fonction f définie sur R par f(x) = e~ ™! appartient
al’espace de Schwartz . (R) et

On a, pour toutt > 0,

2

. B . 1 2 iy | -
— e ﬂxzteszxé dx = /e Ty e lﬂ:}\ﬁ dv=—e¢ e
o= [ Tl =7

en vertu du lemme 14. La famille des f(n) est manifestement sommable et la série des
f(x+n) converge normalement sur [0, 1] puisque

I12
Flx4m)] = e T < gmnli=an) _ g ()

sur ce segment. Nous pouvons donc appliquer la formule sommatoire de Poisson a f, ce

qui conduit a I'identité
1
0= X s = X7 =),
L= E o=
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Théoreme 17 — Soit A la fonction définie sur le demi-plan {s € C | Re(s) > 1} par
_s N
Als) = 73T (5) £(s).

Elle se prolonge en une fonction méromorphe sur C ayant pour uniques singularités des
poles simples en 0 et 1, de résidus respectifs —1 et 1. En outre, ce prolongement satisfait a
I'équation fonctionnelle

VseC, A(s) =A(1-s).

Démonstration. Pour tout nombre complexe s tel que Re(s) > 1,

5 T du
A =7 (5 2/ eﬁnﬁﬁ——Z/ e muys &
n>1 n>1 u

La domination
7717!/! 1

Z —nmlu Z efnrnu _ _
- — e T - e — 1

n=1 n>1
permet d’appliquer le convergence dominée et d’écrire

I\)\V

Bhal| s du | s du T d
AG) = [ 0 =nut T= [ =1 T [ S-S
Dans le membre de droite, I'intégrale sur [1,+eo[ définit une fonction holomorphe sur C
tout en entier : c’est une application du théoreme d’holomorphie sous I'intégrale, en utili-
sant la domination

um;@) .|
s_q - _rk
) = 1]t < M =0 (e ™)
uniformément sur tout compact de C. Lintégrale sur [0, 1] est plus problématique : on a
¥(u) ~ L au voisinage de 0 puisque

Vi
1 1 1
)= — (=) ~ —
=i (u) Vi
en vertu de I'équation fonctionnelle, donc I'intégrabilité en 0 ne vaut que si PRe(s) > 1. Le
changement de variable r = % permet cependant de réécrire cette intégrale sous la forme

[7a(e()-1) T - _/f“’;ww)—l) e
= [T S [ ()

1 1 e ] 1-s du
= S — —Duz —.
s—1 s+/1 2(19(u) Ju u

La derniére intégrale obtenue définit de nouveau une fonction holomorphe sur C tout
entier. Nous avons ainsi obtenu l'identité

A(s) = ! _1+/1+W;(19(u)—1)<u2+u2)du

s—1 s u

pour tout nombre complexe s tel que PRe(s) > 1. Le membre de droite est une fonction
méromorphe sur C dont les seules singularités sont deux poles simples en 0 et 1, de résidus
respectifs —1 et 1, et qui est invariante par I'involution s — 1 — . O

L'équation fonctionnelle
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peut se aisément se réécrire de fagon a relier {(s) et {(1 —s). En écrivant 1 =1 -1 1a
formule des compléments et la formule de duplication conduisent a

1—s T
F( 2 > N sin(@)l—‘(%)
al(3)
sin (@) V21T (s)
21VET ()

sin (@) F(s)7
d’out
E(1—s)=2""n"*sin <”(32+1)> T'(s)¢(s)
et

E(s) = 2°7* ' sin (%) T(1—$)C(1—s)

pour tout s € C.

Corollaire 18 — Pour tout entiern > 1,

§(2n) =

(_1)n+132n'

Démonstration. Léquation fonctionnelle fournit I'identité

2n+1
£(1—2n) =221 2gin (M;)”

On connait par ailleurs les valeurs de zéta aux entiers négatifs :

L) = (~D1 P

) L(2n)¢(2n) = (—1)" 12172022 (20 — 1)1E (2n).

k+1
pour tout k € N, donc
B2n
1-2n)= .
S(1-2m) = 22
La formule s
(2m)™ 1
2n) = -1)"*'B
) = 5 G (1" Ba
en découle immédiatement. O

Corollaire 19 — La fonction zéta admet un prolongement méromorphe sur C dont l'unique
singularité est un pole simple en 1, de résidu 1. Elle s‘annule en tous les entiers pairs stricte-
ment négatifs (les zéros triviaux). Ses autres zéros sont tous contenus dans la bande verticale
{s € C | 0 <Re(s) < 1} et ils sont globalement préservés par les transformations s — 1 —s et
SH>S.

Démonstration. Le prolongement méromorphe de A et de I' sur C donnent évidemment
naissance a un prolongement méromorphe de { sur C:

s S
C(s) = moT (5) Als).
Le membre de droite est holomorphe sur C\ {0,1}, et méme sur C\ {1} puisque A(s) =
—liro0(1)etT (%)_1 = 3 + O(s?) au voisinage de s = 0. admet un poéle simple en 0 tandis



46

que I" s'annule simplement en ce point. En outre, que I'holomorphie de A sur C\ {0,1}
force la fonction zéta a s’Tannuler en tout entier strictement négatif pair afin de compenser
les poles du facteur I' (3).

Pour aller plus loin, observons que la fonction zéta ne s’annule pas sur le demi-plan
Me(z) > 1 en vertu de I'identité
n>1 n
sur ce demi-plan (rappelons qu’il s’agit d’'une reformulation de I'identité de convolution
01 = 1 xu). Comme la fonction I' ne s’annule pas sur C, on en déduit que

Als) =774 (5) ¢0s)

ne s'annule pas davantage pour Re(s) > 1, et donc également pour 9ie(s) < 0 en vertu de
I’équation fonctionnelle. On en déduit que chaque entier strictement négatif pair est un
zéro simple de { (ce serait sinon un zéro de A), et que { ne s’annule nulle part ailleurs sur
le demi-plan fRe(s) < 0. Comme I' ne s’annule pas, les zéros non triviaux de ¢, c’est-a-dire
de partie réelle dans [0, 1], sont précis’ement les zéros de A; il sont donc invariants par la
transformation s — 1 — s (symétrie de centre 3). On a par ailleurs

6(3)=¢(s)
pour tout s € C\ {1} puisque les fonctions { et s — {(5) sont holomorphes sur cet ouvert
connexe et coincident sur I'intervalle réel |1, 4-o[, qui contient des points d’accumulations.
On en déduit immédiatement que 'ensemble des zéros de { est stable par conjugaison
complexe. Tout zéro non trivial s) = oy + ity de { dans la bande critique 0 < oy < 1 vient
donc accompagnés des zéros 5o, 1 — s et 1 — 3¢ (la réflexion par rapport a la droite verticale
d’abscisse ;. O
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