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4. LA FORMULE D'EULER-MACLAURIN

Exercice 1 (Produit eulérien pour la fonction sinus) — Lobjectif de cet exercice est de dé-
montrer la formule suivante (Euler) :
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le produit étant de plus uniformément convergent sur tout compact.

1. Nous allons commencer par démontrer I'identité
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(i) Démontrer que le membre de droite définit une fonction méromorphe n-périodique
sur C.

(ii) Soit 6 € R.o. Démontrer que la fonction cotg est uniformément bornée sur le demi-
plan Jm(z) = 6.

(iii) Démontrer que la différence des deux membres de (2) est une fonction holomorphe
bornée sur C, puis conclure.

2. Démontrer que le produit infini dans la formule (1) est uniformément convergent sur
tout compact de C.

Lécrire sous la forme d’'une exponentielle.
3. Conclure en comparant les dérivées logarithmiques des deux membres de (1).

4. En déduire la valeur de :
() Ens1p €tEps157  (Buler);

(i) TTuo1(1-5) (Wallis).

Exercice 2 (La formule sommatoire d’Euler-Maclaurin) — Considérons deux entiers 0 < M <
N et une fonction f a valeurs complexes définie sur [M, N].

1. En supposant f de classe ¢!, démontrer I'identité
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Comment est-elle reliée au calcul de I'intégrale de f par la méthode des trapezes?

2. Soit (by) =1 'unique suite de polynémes a coefficients rationnels telle que b, =1 et, pour
toutn=1,

1
b, (1) = nb,_1(1) et f b, (1) dt = 0.
0

Vérifier que 'on a b (1) = £ - 1, que b, est unitaire pour tout n >0 et que 'on a
by (1) = by(0)

pour tout n = 2.



3. Supposons que f soit de classe €*, avec k = 1. En effectuant des intégrations par parties
successives, déduire de (3) la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin :
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Commencer par se ramener aucas M =0 et N = 1.

4. Démontrer les identités
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pour tout n =1 et tout ¢ € [0,1]. En déduire, pour toutn=1:
1
b2y+1(0) = bapiy 3= 0

et

sup |bap| < [b2,(0)], suplbap+1l<|n
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Pour la premiere question, on pourra établir la formule pour by puis raisonner par récur-
rence.

5. Posons B, = b,(0); il s’agit du n-ieme nombre de Bernoulli. En appliquant la formule
d’Euler-Maclaurin a la fonction f définie par f(r) = e ?, ol z € C, vérifier que I’on ob-
tient le développement en série entiére
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6. (Application 1) Pour tout n = 1, exprimer {(2n) en fonction de By,,.
7. (Application 2) Démontrer que I'on a

Y= Z ——logn+—n+22] T

pour tous n,k =1, avec |e, k| < 2 k 2l Vérifier que le choix n = 50 et k = 7 permet de calcu-

ler les 24 premieéres décimales de y.
8. (Application 3 : la formule de Stirling) Déduire de la formule d’Euler-Maclaurin I'exis-
tence de C € R tel que

1
logn! = (n+5) —n+C+o(l).

Déterminer C en évaluant de deux manieres différentes
2-4---2n
1-3---2n+1)

Utiliser la formule de Wallis (exercice 1, question 4(ii)).

9. (Application 4 : prolongement méromorphe de zéta) En utilisant la formule d’Euler-
Maclaurin, (re)démontrer que la fonction zéta admet un prolongement méromorphe a
C ayant un unique pole, simple, en 1 et vérifiant
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pour tout n > 1.



