1. COMPTER LES NOMBRES PREMIERS

1.1. Euclide

(1.1) On trouve dans le livre VII des Eléments d’Euclide les résultats fondamentaux de
I'arithmétique des nombres entiers.

THEOREME 1.1. (THEOREME FONDAMENTAL DE L'ARITHMETIQUE) — Tout nombre entiern >
1 est un produit de nombres premiers, et cette écriture est unique a l'ordre des facteurs pres.

Cet énoncé est bien connu, mais il est important d’avoir conscience :
(i) queI'existence d'une factorisation est tres facile a démontrer (par récurrence) 1,

(ii) quel'unicité, par contre, est plus délicate; il faut en effet faire appel au lemme d’Eu-
clide®, lequel peut se déduire du théoréme de Bachet-Bézout (et donc de I'algo-
rithme de la division euclidienne);

(iii) que l'unicité est ce qui est le plus utile dans la pratique (par exemple la résolution
dans Z* de I'équation de Pythagore x> +y*> = 72, que I'on peut trouver dans [2] ou
encore [1]).

(1.2) Considérons un nombre premier p. La valuation p-adique d un nombre entier n € Z,
notée v,(n), est la plus grand exposant de p divisant n :

vp(n) = max{k € N | pX|n}.
C’est un élément de NU {0} tel que v, (n) =0 ssin =0, v,(1) = 0 et, pour tous m,n € N,
@) vp(nm) =v,(n)+v,(m);
(i) vp(m+n) > min{v,(m),v,(n)}.
EXERCICE 1. — Démontrer les deux propriétés précédentes.

La notion de valuation p-adique permet d’énoncer le théoréme fondamental de I'arith-
métique sous la forme équivalente suivante : tout nombre entiern > 1 s’écrit sous la forme

n= Hp"p(”)‘
p

Il est important de remarquer ici que, si le produit porte a priori sur I’ensemble des
nombres premiers, le facteur p*»(") est égal a 1 dés que p > n; il s’agit donc en réalité du
produit d'un nombre fini de termes.

EXERCICE 2. — Démontrer que le dernier énoncé ci-dessus est équivalent au théoreme 1.

(1.3) Euclide démontre que I'ensemble des nombres premiers est bel et bien infini.
THEOREME 1.2. (EUCLIDE) — L'ensemble des nombres premiers est infini.

Démonstration. Pour tout entier n > 1, le nombre entier n! + 1 > 1 admet au moins un fac-
teur premier p. Celui-ci ne peut étre égal a aucun des entiers 2,3, ..., n car il diviserait sinon
n!, et donc également 1 = (n! 4+ 1) —n!; on en déduit p > n. Lensemble des nombres pre-
miers est non borné, donc il est infini. O

1. 1l s’agit par ailleurs d’'un phénomene tres général : dans tout anneau noethérien, chaque élément non
nul peut toujours s’écrire sous la forme d’un produit d’éléments irréductibles
2. Si p estun nombre premier et a,b sont deux entiers tels que p|ab, alors p|a ou p|b



REMARQUE 1.3. — Notons (p,),>1 la suite croissante des nombres premiers. On peut dé-
duire de I'argument d’Euclide une majoration tres grossiére du n-ieme nombre premier

Pn:
pa <22

pour tout n > 1. On prouve aisément cette inégalité en raisonnant par récurrence (exer-
cice). Pour tout nombre réel x > 1,

donc
Pllog,logyx|+1 S X
et
log, log, (x) < 7(x).

Cette minoration est loin d’étre optimale, mais elle a le mérite de quantitifer a peu de frais
le théoreme d’Euclide.

1.2. Euler

Euler exposa en 1737 une nouvelle preuve de 'infinitude de I’ensemble des nombres
premiers, reposant sur le théoréeme fondamental de I'arithmétique et des considérations
analytiques simples.

(2.1) Toute I'analyse requise dans I’approche d’Euler est contenue dans I’énoncé suivant,
qui est une version quantitative de la comparaison série-intégrale ).

LEMME 1.4. — Soity < x deux nombres réels. Pour toute fonction monotone f : [y,x| — R,

<3O+ LFD-

Y fn)- / Cf(e)dr

nez, y<n<x

De fagon un peu moins précise :

Y fn)= / * £ de+O(1£ )|+ 1F ),

neZ, y<n<x
ot la constante implicite dans O ne dépend ni de f, nidex ety.

Démonstration. Quitte a remplacer f par — f, nous pouvons supposer que f est croissante.

3. 1l faut quand méme ajouter I'estimation In(1 +x) = x + O(x?) sur [~1/2,1/2], sous la forme : il existe un
nombre réel A > 0 tel que

|In(14x) — x| < Ax?

pour tout x € [—1/2,1/2]. On peut le justifier en observant que la fonction définie sur | — 1,0[U]0, +oo[ par x —
% se prolonge en une fonction continue sur l'intervalle | — 1, +o[, donc bornée sur tout segment qu'’il

contient.



Si x et y sont entiers, nous pouvons écrire

x—1 pnt
Y s o= Y[ s

neZ, y<n<x n=y“n

x—1 pnt
= Y [ e a0

n=yJn

= [ Alehyars £
< [ o s

en utilisant la croissance de f. De la méme maniere,

Y m=ro+ Y [ fmyd=f0)+ [ﬂwd@ﬂw /yxf(t)dt,

neZ, y<n<x n=y+1 n—1

ce qui établit I'estimation voulue :

Y f(n)- /yxf(t) di

y<n<x

< max{[f ()], [f W[} < [F)+F O]

Le cas général s’en déduit aisément en introduisant les parties entieres des bornes de
sommation. On a en effet
Y fim= ) [

n€Z, y<n<x [y]<n<|x]
et

X [x] [ x
K oy ar— [ ptey = /y F(0) de + /m £(0) dt,

B X
0 @) < maxtir )LD, ([ s
En vertu de la croissance de f,

FO)< YD < f(lx)) < f()

avec

< max{[f ()], [f(|x])[}

et donc

max{|f ()] £y D] [F [ ()]} = max{| £ (), £ ()]}

Au final, nous avons obtenu la majoration

Y f(n)- /yxf(t) di

y<n<x

< 3max{[f ()], [f W[} <3 () +[FOD-

g

REMARQUE 1.5. — Bien que trés élémentaire, cette estimation est fort utile et nous 'uti-
liserons a de nombreuses reprises. Nous en verrons également deux raffinements : la for-
mule d’Abel et la formule d’Euler-Maclaurin.

En guise d’illustration, rappelons le comportement des séries de Riemann. Pour tout
nombre réel s > 1,
N 1 /N les _ les

Y —=[ 7 d+OM T +NT) =

+O(M7S +N7s),
n=M M s—1



doncla série {(s) = Y,~,n~* est convergente et
1
Précisons que le terme O(1) désigne une fonction bornée sur |1, +o<[, donc cette identité :
(i) établit que la fonction { est bornée sur tout intervalle de la forme [a, +oo[, aveca > 1;
(ii) fournitle comportement asymptotique de { au voisinage de 1" :

£(s) ~ —

s—1

quand s tend vers 1 dans |1, +oo].

(2.2) Lobservation capitale d’Euler est que le théoreme fondamental de I'arithmétique
permet d’exprimer {(s) a 'aide des nombres premiers. Pour comprendre cela, introdui-
sons pour tout nombre premier p et tout s > 1 la série
1 1 1
) =1+—+—+...= ) —
P P’ p2s k§) pks

restreinte aux entiers qui sont des puissances de p. Il s’agit bien entendu d’une série géo-
métrique, de somme

Le produit

1 | |
Ca(s)Ca(s) = ( )y 2mzs> <Z 3m> = X (2m3ms)s

mp =0 m3=0 my,m320

n’est pas autre chose, en vertu de la regle usuelle de développement, que la série zéta res-
treinte aux entiers de la forme 2”233, Plus généralement, pour tout entier N > 2,

-1
Moo-T(1-%) =L
PN p<N p neEy
ol Ey désigne 'ensemble des entiers obtenus en faisant tous les produits possibles des
nombres premiers p < N. Le théoréeme fondamental de I'arithmétique garantit que 'en-
semble Ey contient tous les nombres n < N (existence d'une factorisation, les facteurs pre-
miers étant nécessairement inférieurs a N), et que chacun d’eux ne s’obtient qu'une seule
fois, c’est-a-dire pour un seul terme du développement du produit de gauche (unicité de
la factorisation). Nous pouvons donc écrire

1

H Cpls) — Z oy

p<N n<N

1 1

:ng—

K s’
neEy et n>N n n>N n

Le membre de droite (reste d'une série convergente...) est majoré par % + O(N ™)
(Lemme 1.4), donc il tend vers 0 lorsque N tend vers +-oo.

Nous venons ainsi de démontrer le résultat fondamental suivant.

THEOREME 1.6 (FORMULE DU PRODUIT — Pour tout réel s > 1, la suite des produits finis
[1)<n Cp(s) est convergente, de limite { (s). Autrement dit,

Yloco-T(1-1)

n>1 peX



(2.3) On a manifestement {(s) > 1 et 1 < 1 pour tout s > 1 et tout p premier. Il est donc
licite de passer aux logarithmes dans I’ 1dent1e d’Euler, qui se réécrit alors

Ing(s) = p;@—ln (1 — pl>

)

_ Z L y R
peP p pe,@pzs .
pour tout s €]1, +ool.

Il faut ici observer que I'interversion de la somme et du O(-) est licite car on utilise I'es-
timation
In(1+x) =x+0(x?)
pour tout x dans [—1/2,1/2] (la constante de O ne dépend pas de x), puis on substitue p—* €
[0,1/2] a x. Enfin, en observant que la série des p~2* est bornée par la somme de la série (de
Riemann) convergente des n~2 pour tout s €]1, 4], nous obtenons

1
Z — =Ing(s) +O(1)
peZ p
pour tout s €]1, oo
Il reste a exploiter notre connaissance du comportement asymptotique de {(s) au voi-

sinage de 17, rappelé ci-dessus (a la suite de la remarque 1.5) :
1
C(s) = 1 +0(1),

donc

)» i =In <si I +0(1)) +0(1) zlnsi [ +In(1+0(s—1))+0(1)
et

) i = —In(s—1)4+0(1)

peS p
lorsque s tend vers 1+.

THEOREME 1.7. (EULER) — La série

]
M
Q
< =

est divergente.

Démonstration. Pour tout s > 1,

1 1

)M Vi

S
pefp peﬁzp

dans RU {+e}. L'estimation asymptotique du membre de droite quand s tend vers 1 que
I'on vient d’obtenir fournit la conclusion voulue. O

V

REMARQUE 1.8. — 1. On peut déduire de ce théoréme l'estimation 7(x) = o(x) quand x
tend vers l'infini, c’est-a-dire que la proportion des nombres premiers parmi les nombres
entiers < x tend vers 0 lorsque x tend vers +e. De maniere imagée, la probabilité qu'un
nombre entier choisi au hasard soit premier est nulle.



2. Laformule .
Z — =In(s) +0O(1)
peP
quand s tend vers 1" relie le comportement asymptotique de la suite des nombres pre-
miers, exprimé via celui de la série des % quand s — 1%, a celui d’'une fonction spéci-
fique, ici {(s), au voisinage de s = 1. Ce phénomene est au cceur de la théorie analytique
des nombres.

3. Des arguments analogues a ceux utilisés précédemment permettent d’encadrer les
sommes partielles de la séries des inverses des nombres premiers : il existe un réel C > 0
tel que

Inlnx—In2< ) L <emmrtc
pEP p<x p
pour tout réel x > 1. La démonstration fait I'objet de I'exercice 3 du TD1. Cet encadre-
ment détermine I'ordre de grandeur de ¥, %. Nous verrons plus loin un développement
asymptotique de ces sommes partielles, de terme dominant Inlnx.

1.3. Tchébychev

(3.1) En 1850, le mathématicien russe Pafnouti Tchébychev démontra que la fonction de
comptage des nombres premiers a bien I'ordre de grandeur attendu.

THEOREME 1.9. — Il existe des nombres réels 0 < ¢ < C tels que, pour tout x assez grand,
X X
—<nx) < C ——.
¢ logx (x) log(x)

On peut déduire de ce théoreme 'existence de nombres premiers dans certains inter-
valles. En effet, si a < b sont deux nombres réels (suffisamment grands) tels que

a
—_ < 7’
loga Clogb

alors m(a) < m(b) et 'intervalle |a, b] contient donc un nombre premier. De fait, les bornes
obtenues par Tchébycheyv, a savoir ¢ = 0,92 et C = 1, 11, étaient assez bonnes pour lui per-
mettre de de démontrer le postulat de Bertrand :

pour tout nombre entier n > 2, l'intervalle |n,2n| contient toujours un nombre premier.

Nous allons exposer une version simplifiée de la démonstration de Tchébychev, condui-
sant aux bornes plus grossieres ¢ = % et C = 2. Si ces bornes ne suffisent pas a déduire le
postulat de Bertrand, une preuve plus élémentaire de ce résultat, découverte par P. Erdos
en 1936, fait I'objet du probléme du TD1.

La démonstration de Tchébychev est élémentaire, au sens ou elle n'utilise que le théo-
reme fondamental de I'arithmétique et des estimations relevant de I’analyse réelle asymp-
totique, et non pas ’analyse complexe. Elle n'en demeure pas moins ingénieuse, son point
de départ étant 'observation que le coefficient binomial (2”") ne differe « pas trop » du pro-
duit de tous les nombres premiers dans I'intervalle |n,2n].

(3.2) Nous allons avoir besoin de quatre résultats auxiliaires, tous intéressants indépen-
damment de I'utilisation que nous allons en faire.



Le premier consiste en une formule explicitant la valuation p-adique des coefficients
binomiaux.

LEMME 1.10. (FORMULE DE LEGENDRE) — Pour tout nombre entier natureln et tout nombre

premier p,
vp(n!) = Z LiJ

a
o>1 p

Démonstration — Si 'on factorise chaque entier m < n sous la forme m = pMp | avec
ptm!’, alors le facteur p* apparait dans
[T m

1<m<n

pour chaque entier m tel que p*|m et p**! tm, c’est-a-dire L “J L J fois (le nombre des

multiples de p* moins celui des multiples de p**! dans [1,x].). On a donc

o= £ (1]l e- 5 L)

a>l a>1

Le second est un encadrement du coefficient binomial médian.

LEMME 1.11. — Pour tout entiern > 1,

2" n n—1
— < <20
n+1 |n/2]

Démonstration — Les coefficients binomiaux (}) sont croissants avec k € {0,..., |n/2]},
puis décroissants avec k € {|n/2],n}; la plus grande valeur est donc atteinte en

<Lnr/lzj> B <n— fn/zJ)

On en déduit facilement la minoration souhaitée :

2”‘,2@ <o (1))

w1 (i)

Pour établir la majoration, distinguons deux cas suivant la parité de n.
(i) Sin=2m+ 1 estimpair, alors nous pouvons aparier les coefficients binomiaux (}) et
(,",) pour toutk € {0,...,m}, d’'olx:

#5025 0)-2()

ce qui est la majoration souhaitée.

donc

(ii) Sin=2m, alors (") estl'unique coefficient binomial maximal, donc I'argument pré-
cédent ne fonctionne plus. On a cependant

2m _m+2 2m <9 2m
m) m \m+1)  “\m+1)’



donc

2> <m2m1> + @T) ¥ (mzfl) - <2n’an> ”(mzfl) g 2<2nT>’

ce qui est encore la majoration souhaitée.
O

Le troisieme fournit une seconde majoration des coefficients binomiaux, faisant appa-
raitre la fonction de comptage.

LEMME 1.12. — Soitn > 1 etk > 0 deux nombres entiers.
(i) Soit p un nombre premier. En posant o, = v, ((})), ona

p® < n.

(e

Démonstration — (i) Nous pouvons expliciter la valuation p-adique du coefficient bino-
mial (}) al’aide de la formule de Legendre (Lemme 1.10) :

n!
% = v”(k!(n—k)!)
= vp(nl) —vp(k!) —v,((n—k)!)

= x (L] LE - 15E)

m=>1

(i) On en déduit la majoration :

La fonction réelle f définie sur R? par

feey)=lx+y] = x] = )
est I-périodique par rapport a chacune des variables : il suffit de le vérifier pour la premiére
par symétrie de f, et
fa+Ly)=lx+y+1] = [x+1] =y = [x+y] +1=(lx] + 1) = [y] = f(x,y)

pour tous x,y € R%. On en déduit

sup f(x,y)= sup f(x,y),

x,yER2 x,y€[0,1]
puis
sup f(x.y) =1
x,yeR
puisque
_ _J 0 siox+y<l]
f(xay)_ Lx+yJ _{ 1 Si x+y>1

pour tous x,y € [0, 1[. En observant que, dans la somme ci-dessus pour «,, les seuls entiers
m ayant une contribution éventuellement non nulle sont ceux tels que p™ < n, c’est-a-dire
m < log,, n, nous obtenons finalement

ap <log,n etdonc p® < pl%" =n.



(ii) Avec les notations en vigueur, nous pouvons écrire la factorisation du coefficient
binomial sous la forme
n = pal’_
k n
P|(k)

Chaque facteur p* figurant dans le membre de droite est majoré par n en vertu premier
point, et tout diviseur premier de (Ln72 J) divise n!, donc est inférieur a n. Ces observations

conduisent immédiatement a la majoration
n
< n”(").
<Ln/ 2J> h

Le quatrieme et dernier résultat préliminaire décrit les plus grands facteurs premiers du
coefficient binomial médian.

d

LEMME 1.13. — Soitn > 2 un nombre entier. Le coefficient binomial (zn”) est divisible une
fois et une seule par chaque nombre premier p dans l'intervalle|n,2n]; en particulier,

2n
IT »l :
n<p<2n n

De méme, le coefficient binomial (2”;1) est divisible une fois et une seule par chaque nombre
premier p dans lintervalle|n+ 1,2n]; en particulier,

2n+1
1T -~ :
n+1<p<2n+1 n

Démonstration — En écrivant
2
= ()
n

il est manifeste que chaque nombre premier p €]n,2n|, divisant (2z)! mais ne divisant pas
n!, doit diviser le coefficient binomial. Le produit de ces nombres premiers divise donc
le coefficient binomial en vertu du lemme d’Euclide. Enfin, la condition p > n implique
p? >n? > 2n, donc v,((2n)!) = 1 en vertu de la formule de Legendre (Lemme 1.10) et p? ne
peut donc pas diviser le coefficient binomial.

2n+1

Le cas du coefficient binomial ( .

) se traite de maniere analogue. O

(3.3) Venons-en maintenant a la démonstration du théoreme 1.9, avec les constantes ¢ = %
etC=2.

La minoration —- Soit x > 1 un nombre réel et posons n = | x|, ce qui fournit I'encadre-
mentn<x<n+1.
En combinant les lemmes 1.11 et 1.12, nous obtenons 'inégalité
on

< nPi(")
n+1

)

soit la minoration
nln2—1In(n+1) < (x—1)In2—In(x+1)

=

nt(n) >

Inn Inx
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Le membre de droite est supérieur a 1 X pour tout réel x > 20 () donc la minoration an-

noncée est acquise pour tout x > 20. Par aileurs, on la vérifie explicitement pour 3 < x < 20
en observant sur une table des valeurs de 7(n) I'inégalité

1 n+1
>_-_"T°
) 2 S i 1)

pour tout entier n € [3,20].

La majoration — La fonction x — - est croissante, donc il suffit d’établir la majoration
pour x entier puisqu’alors

() = 7([x]) < 25 <o X

Nous allons donc établir I'inégalité
n
m(n) < 2@
en raisonnant par récurrence forte sur le nombre entier n > 2. En fait, nous allons avoir
besoin d’initialiser cette récurrence a n = 106, donc il faut commencer par vérifier explici-
tement que la majoration vaut pour tout entier n < 106; cela se fait aisément a I'aide d’'une
table des valeurs de 7 (n).
Prouvons maintenant I’hérédité forte, en distinguant deux cas, selon la parité de n.

(i) Sinestpair, alors 7(n) =n(n—1) etl'inégalité pour n découle immédiatement de celle
pour n—1.

(ii) Supposons maintenant que n = 2m + 1 soit impair et n > 106. En combinant les
lemmes 1.11 et 1.13, on obtient

p < 22m'
m+1<p<2m+1

Le membre de gauche est minoré par (m + 2)*27+D)-7m+1) donc

2mlin2
d2m+41) — )< 02
2m+1)—n(m+1) n(m+2)
puis
1 2mlin2 1+1In2 1
w(n)=n(2m+1) <2 m ma <( +in2)n+

mmt1)  nm+2) S In(n)2)
en utilisant '’hypothése de récurrence. On vérifie finalement que le membre de

droite est majoré par 2;>- pour tout n > 106 .
O

4. Lafonction f:x+> (x—1)In2—In(x+ 1) — $x est convexe sur [0, o[, strictement négative en 0 et de limite
+oo en +o0, donc elle admet un minimum strictement négatif en un point x et est strictement croissante sur
[x0,+oo[; on en déduit qu’elle s’annule en un unique point x; > x, elle qu’elle est strictement positive sur
]x1,4eo[. Comme f(20) ~ 0,17 > 0, cette fonction est positive sur [20,+oo[ et la minoration souhaitée est donc
valable sur cet intervalle.

5. La fonction f : x — ((1+1n2)x+ 1)Inx —2xIn(x/2) = (In2 — 1)xInx + Inx+ (2In2)x est concave sur [3,+os|,
strictement positive en 3 et de limite —e en 4, donc elle posséde un (unique) maximum en un point xy, et est
strictement décroissante sur [xg,+oo[; elle s’annule donc en un unique point x; > xg et est strictement négative
sur ]xp, +oo[. Comme f(106) ~ —0,07 < 0, f est strictement négative sur [106,+oo[ et la majoration souhaitée
vaut donc pour n > 106.
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