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1. GEOMETRIE AFFINE

Espaces affines - Applications affines - Barycentres

Rappels— Soit k un corps et soi un k-espace vectoriel.

1. Unespace affineedirectionE est un ensemblé muni d’une actiorsimplement transitive
du groupek, notée
ExXE—E, (uM)—M+u.

Dire que cette action est simplement transitive équivaat@hdition suivante : pour tous points
M, N € E, il existe ununiquevecteuru € E tel queN = M + u; ce vecteur est not¥IN.

2. Par définition d’'une action de groupe,
M+ (U+v)=(M+u)+v
pour tousM € E, u,v € E. Quels que soient les point$, N, P € E, on a donc
_—  —> — — — —>
M+ (MN+NP)=(M+MN)+NP=N+NP=P=M+MP,
= — — .
d’ou MN + NP = MP (relation de Chaslgs
3. Unsous-espace affirdge E est une partie non vide de E de la formeF = A +F, ouA est
un point deF et F est un sous-espace vectorielBeappelédirectiondeF.
4. Ladimensiond’'un sous-espace affiftede E est la dimension de sa directidén

5. Etant donnés deux sous-espaces affire$ deE, on dit queE estparalléleaGsiF c G (D,
On dit queF et G sontparallélessi F est parallele aG et siG est paralléle &, ce qui revient a
dire queF et G ont la méme directionF = G.

6. Soienk etF deux espaces affines de directions respeckved-. Une application f E— F
est diteaffines’il existe une application linéairé: E — F telle que

f(M+u) = f(M)+f(u)

pour tousM € E etu € E. Si tel est le cas, I'applicatiof est uniquement déterminée par f et
appeléepartie linéairede f; on a

f(MN) = f(M)f(N)
pour tousM,N € E.

7. SoientA1,...,A des points d’'un espace affilieet soientAq, ..., Ay € k des scalaires. La
fonction vectorielle de Leibniassociée a la famille de points pondégéé\1,A1), ..., (An,An)}
est I'application

n —
L:E—E, M— Zl)\iMAi.
i=
C’est une application affine, de partie linéairel idg, ouA = 51 ; A;.

SiA =0, L est constante. Si # 0, L est une bijection et alors learycentrede la famille de
points pondéré$(A1,A1),...,(An,An)} est I'unique pointG deE tel quelL (G) = 0.

(1) Attention, cette relation n’egtassymétrique !



Exercice 1.1. (Sous-espaces affines} Soit E un espace affine. On suppose dans cet exercice
guek est de caractéristique différente de 2, ce qui permet derngdulmilieu d’'un segment.

(i) Démontrer qu’une partie non vide F de E est un sous-esgifioe si et seulement si, pour
tous points distincts WN € F, la droite(MN) est contenue dans F.

(ii) Fixons un point dans E et considérons deux sous-esadfiess F et Fde E. Etant donné
un scalairel € k, démontrer que I'image de I'application

—_ —
FxF —-E, (M,M)—O+A0OM+ (1—A)OM’
est un sous-espace affine de E dont on précisera la direction.

Exercice 1.2. (Intersection de sous-espaces affines) Soit E un espace affine et soientG-
deux sous-espaces affines de E.

(i) Démontrer que R G est un sous-espace affine de E si et seulemem&i# . E=F+G.
Quelle est la direction de®G ?

(i) Si E =F+ G, montrer que B G est un sous-espace affine de E. Que se passe-t-il si
E=FaG?

Exercice 1.3. (Applications affines}— 1. Démontrer qu’une application affine est injective (resp
surjective ; resp. bijective) si et seulement sa partiegiigéest injective (resp. surjective ; resp.
bijective).
2. Soit E un espace affine et soit O un point fixé dans E.
(i) Démontrer que toute application affifie E — E s’écrit d’'une maniere et d'une seule sous
laformef =to f, ol
e f estune application affine ayant la méme partie linéairefogetfixant O ;
e t est une translation.
Expliciter f ett en fonction def.
(i) Pour tout vecteuu € E, exprimer I'application affind oty sous la forme précédente.
(iii) Considérons finalement deux applications affifieg: E — E, que I'on écrit sous la forme
f =t,o f etg =ty 0§ décrite en (i). Déduire de ce qui précéde I'identité

9o f =ty g oGo .

Exercice 1.4. (Projections affines}— Soit E un espace affine et soit F un sous-espace affine de
E.

(i) Etantdonné un supplémentafedeF dansE, démontrer qu'il existe une application affine
_—

et une seulg : E — F telle queM p(M) € F’ pour tout point Me E. Par définitionp est la
projection surF parallelement &'.

(ii) Quelle est la partie linéaire de?

(i) Verifier que l'on a po p = p. Réciproquement, montrer que toute application affine
f . E— E vérifiantf o f = f est une projection.

Exercice 1.5. (Symétries affines}— Soit E un espace affine. On suppose dans cet exercice que
le corpsk est de caractéristique différente de 2.

(i) Soit F un sous-espace affine de E et §6itin supplémentaire d€ dansk. On désigne par
p la projection de E sur F parallélemenfEa(cf. exercice précédent). Démontrer gu’il existe
une unique application affirez E — E telle que, pour tout point M de (M) soit le milieu
du segmenfM,s(M)].

(i) Vérifier que 'on asos = idg. Réciproquement, montrer que toute application affine
f . E— Etelle quef o f = idg est une symétrie.



Exercice 1.6. (Expressions analytiques d’une applicatioaffine) — Soit E un espace affine de
dimension 3 muni d’un reprére cartésigd;e;, e, €3).

(i) Donner I'expression analytique d’'une homothétie qaetyue (resp. d’'une translation quel-
conque) dans ce repere.

(i) Exprimer analytiquement la projection sur le plard’équation X; — Xz + X3+ 3 = 0 paral-
lelement a la droite vectoriell® de directiore; + 2e, + e3. Méme question avec la symétrie
par rapport d1 et parallelement B (on suppose idk de caractéristique différente de 2).

(i) Etudier l'application affinef de E dans lui-méme envoyant un point de coordonnées
(X1,X2,X3) sur le point de coordonnéés;, x,,X3), ou

X; = 1—-X—Xx3
X/2 = 2—2X1—X2—2X3
Xg = —2+4+2X1+ 2%+ 3X3

Exercice 1.7. (Parallélogrammes)— Soit E un espace affine. Etant donnés quatre points A,
B, C, D de E, deux a deux distincts et non alignés, démontredegiconditions suivantes sont
équivalentes :
— —

(a) AB =DC,;

(b) les droite§AB) et (CD) d'une part,(AD) et (BC) d’autre part, sont paralléles ;

(c) les segmentSAC] et [BD] ont le méme milieu.
Si ces conditions sont vérifiees, démontrer en outre quelaseypoints A, B, C, D sont copla-
naires.

Exercice 1.8. (Médianes d’un triangle)— Soit P un plan affine.

(i) Démontrer que les médianes d’un triangle non plat sontearantes.
(i) Etant données trois droites concourantes, construrirgiangle dont ce sont les médianes.

Exercice 1.9. (Coordonnées barycentriques)}— Soit E un espace affine de dimensienOn
considéren+ 1 points Ay,A1,...,Apdans E.

(i) Démontrer que les deux conditions suivantes sont etpnies :

(a) les points A, ..., A ne sont contenus dans aucun sous-espace affine propre de E;
(b) (Ao;A0A1,...,ApAn) est un repere cartésien de E.
Si ces conditions sont vérifiées, on dit quée, A1, ...,An) est unrepére affinele E.

(i) Supposons quéAy,...,An) soit un repére affine de E. Démontrer que, pour tout point M
de E, il existe une unique famille de scalaisgs...,x, € k telle quey ;X =1 et M=
Bar((Ao,Xo), (A1,X1),...,(An,Xn)) ; Ce sont lecoordonnées barycentriquele M dans le
repére(Ag,Ax,...,An).

(iii) Comparer les coordonnées barycentriques de M danspere affindAo,...,A,) et ses
coordonnées cartésiennes dans le repere cart@sieAoAd, ..., AcAn).

(iv) Considérons+ 1 points My, My, ..., M, dans E et désignons p@ego, Xi1, - - -, Xin) l€S coor-
données barycentriques dg dans le repere affin@\o, A1, ...,An). Démontrer qu'il existe
un sous-espace affine propre de E contenani, . .., M, si et seulement si le déterminant

Xo0 Xo1 .- XOn
X10 X112 ... Xin

X0 Xn1 ... Xpn

est nul.



Exercice 1.10. (Coordonnées barycentriques, suite}- Considérons un plan affine P et soit
(Ao,A1,A2) un repére affine de P.

(i) Démontrer que trois points de P, de coordonnées bamigant respectiveéag, a;,ay),
(bg,bs,b2) et(co,c1,Cp), sont alignés si et seulement si

a bo o
a1 b1 c1 | =0.
az b2 C2

(i) En déduire que toute droite de P admet une équation batsique de la formexxg +
Bx1+ yx2 =0, aveca, 3,y € k des scalaires non tous nuls.

(iii) Soient D et D deux droites distinctes. Démontrer que les droites donégetion bary-
centrique est une combinaison linéaire des équations éatrygues de D et Dsont précisé-
ment les droites du faisceau défini par D ét ®est-a-dire

(a) les droites paralleles a D et 8 D et D sont paralleles ;
(b) les droites passant par le point | si les droites D’exdt concourantes en |.

(iv) Considérons trois droites D,'Bt D, dont des équations barycentriques soxg+ X1 +
X2 =0, a'xo+ B'x1+ Yxo = 0 eta’xg + B"x1 + yY'x2 = 0 respectivement. Déduire de ce
qui précede que ces trois droites sont paralleles ou coantas si et seulement si

Exercice 1.11. (Dilatations)— Soit E un espace affine. Umiatation est une application affine
f : E— E dont la partie linéaire est une homothétie vectorielk,fi= Aidg avecA € k* =
k—{0}.
(i) Démontrer les dilatations forment un sous-groupe dwpecaffine GAE).
(i) Démontrer que toute dilatation est une translation ne bomothétie.
(iii) Etant donnés quatre points,B,A’, B’ de E tels que A% B, A’ # B et (A’'B')//(AB),
démontrer qu'il existe une unique dilatatiérielle quef(A) = A’ et f(B) = B'.
(iv) Soit f : E — E une application (que I'on ne suppose agriori affine) envoyant toute
droite sur une droite paralléle. Démontrer quest une dilatation.

Exercice 1.12. (Deux constructions a la régle seule} On travaille dans un plan affine.

(i) Supposons donnés deux points distincts A et B ainsi qudlleu | du segmenfAB]. Quel
que soit le point P, montrer que I'on peut construire, a lderégule, la parallele 6AB)
passant par P.

(Indications: Si P¢ (AB), considérer un point O n'appartenant pa@\8) et soit Q le
point d’'intersection d¢OB) avec la paralléle 8AB) passant par P. Montrer qu'il existe une
unique homothétia telle queh(A) = Q eth(B) = P, puis prouver que son centre J appartient
a la droite(Ol). En déduire une construction du point Q.)

(i) Soient D et D deux droites paralléles distinctes et soit M un point du plamutilisant la
question précédente, montrer que I'on peut construirerégle seule, la paralléle aD et D
passant par M.

Exercice 1.13. (Construction d’'un polygdne a partir des mikux de ses c6tés)— Soit E un
espace affine. On suppose que le cdrpst de caractéristique différente de 2.

Etant donnés des pointsA.., A, de E, on cherche des points,B..,Bn, Bn.1 = B1 de E tels
que A soit le milieu de[B;B;_ 1] pour touti € {1,...,n}.



(i) Pour touti € {1,...,n}, on désigne pah; 'homothétie de centre Aet de rapport-1.
Montrer que toute solutio(By,...,Bn,Bni1 = B1) du probléme est telle qug B = hi(B;)
pour touti € {1,...,n}.

(ii) En déduire que I'ensemble des solutions du problemsaiciéné est en bijection avec I'en-
semble des points fixes de I'application affime> ... o hy.

(i) Si nestimpair, démontrer qu’il existe une unique solution.

(iv) Sin est pair, démontrer que le probleme admet une solution suétiment si

_— — _
AAo+A3AL4+ ...+ A 1AL =0,

auquel cas I'ensemble des solutions est infini.
(v) Donner une construction explicite poar= 3, et poun = 4 lorsque(A1A2A3A,) est un
parallélogramme.

Exercice 1.14. (Théoreme de Desargues) SoientA,B,C,A’,B/,C’ six points distincts
d’'un plan affinek tels que(A’'B")//(AB), (A'C")//(AC) et (B'C')//(BC). Alors les droites
(AA’),(BB’) et (CC)) sont paralleles ou concourantes.

(i) Donner une démonstration utilisant des dilatations. N

(i) Donner une démonstration analytique (utiliser le med@; AB,AC)).
Exercice 1.15. (Théoréme de Pappus)- SoientD et D’ deux droites distinctes dans un plan
affine et soienf\, B, C (resp.A’, B, C/) trois points distincts sub —DND’ (resp. suD’ — D' ND).
Si(AB")//(A'B) et(BC)//(B'C), alors (AC')//(A'C).

(i) Donner une démonstration reposant sur le théoréme degha

(i) Donner une démonstration utilisant des dilatations.

Exercice 1.16. (Théoreme de Menelaus)- SoitABC un triangle non plat dans un plan affine
et soientA’, B’, C' des points sur les droitg8C), (AC) et (AB) respectivement, distincts de
B etC. Les pointsA/, B’ etC’ sont alignés si et seulement si

AB BC CA
A'C BA CB

(i) Donner une démonstration reposant sur le théoreme degleonsidérer la parallele a
(A’B’) passant par B).

(i) Donner une démonstration utilisant des dilatatioren@dérer les homothétiéms,, hg et
hc, de centres respectifs B’ et C, telles queha/(B) = C, hg/(C) = A ethe (A) = B).

(iii) Donner une démonstration reposant sur les coordamhégycentriques (utiliser I'exercice
1.9).

Exercice 1.17. (Théoréme de Ceva)- Soit ABC un triangle non plat dans un plan affine et
soientA’, B’, C' des points sur les droitg8C), (AC) et (AB) respectivement, distincts de B
etC. Les droiteAA’), (BB’) et (CC') sont concourantes ou paralléles si et seulement si
AB BC CA
A'C BA CB

(i) Donner une démonstration reposant sur les théoremesded (droites paralleles) et de
Menelaus (droites concourantes).

(i) Donner une démonstration reposant sur les coordonewsentriques (utiliser I'exercice
1.10).




