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2. GEOMETRIE AFFINE PLANE AXIOMATIQUE

Présentation— Telle que nous I'étudions de nos jours, la géométrie éléanentepose sur
I'algebre linéaire : on commence par définir les notions gase et d’application affines sur un
corps k a partir des notions de k-espace vectoriel et d’aapion linéaire, puis, lorsque ¥ R,
on introduit en outre des notions de distance et d’anglesasidérant un produit scalaire sur
I'espace vectoriel associé.

Ce point de vue, relativement récent, n’était évidemmesicplui adopté dans les textes clas-
siques — & commencer par |E&mentsd’Euclide, ou I'on travaille & partir d’axiomes portant
sur des notions premiéres (par exemple : points, droites),@tc.). Le grand avantage de I'ap-
proche contemporaine via l'algébre linéaire est de founmir cadre précis et simple permettant
en particulier de faire des calculs.

Cette fiche propose de comparer I'approche usuelle de la g&wraffine plane avec une ap-
proche « a la Euclide », reposant sur un certain nombre de desrpremiéres et d’axiomes. Ce
qui suit est tres fortement inspiré par la présentation gudenne Emil Artin dans le livralgébre
géométriquéEditions Jacques Gabay, 1962), cité [Artin] par la suite Gue I'on va démontrer,
c’est gu'il existe une courte liste de cing axiomes simpleleaature géométrique caractérisant
exactement la géométrie des points et des droites dans uraffiae ; c’est un résultat remar-
quable! Le plus frappant est sans doute que les cing axiomgsestion renferment de maniere
implicite la description compléte dtorps des scalaires

De maniéere générale, il est important de réaliser que I'ontgeujours modifier un systeme
d’axiomes sans toucher au résultat final ; la simplicité,défe nombre d’axiomes utilisés, etc.
sont des criteres de sélection. Enfin, 'approche de la géoeneia I'algébre linéaire peut se
voir comme une description axiomatique : les axiomes @aslsont ceux des corps, des espaces
vectoriels et des espaces affines...

Une approche axiomatique compatable dans le cadre eunlieé également possible, mais
plus compliquée a décrire. Les personnes intéresseesmgxemple, renvoyées au liviken-
dements de la géométrike David Hilbert (méme éditeur).

Comment faire les exercices ci-dessous?Les regles sont simples : il s’agit de répondre aux
questions en utilisant seulement les axiomes donnés etdakats des questions antérieures. On
aura intérét a raisonner en faisant des dessins avant destnare les arguments selon ces regles.

1. Définitions initiales et trois premiers axiomes

Nos données initiales sont
(i) un ensembldl, dont les éléments sont appelés « points » ;
(ii) une collectionA de parties non vides de, appelées « droites ».

Etant donnés un point N et une droited € A, nous dirons quel passe paiP si Pc d.
Nous dirons par ailleurs que des pointsm®, ..., P, € N sontalignéss’ils sont contenus dans
une méme droite.



Définition 1 — Deux droites d d’ € A sont ditesparallélessi d = d’ ou sidnd’ = & ; on écrit
alorsd|| d’.

Axiome 1— Etant donnés deux points distin@sQ < I, il existe une droite & A et une seule
passant paP et Q. Cette droite est notéed (PQ).

Axiome 2— Etant donnés un poirR € M et une droite d= A, il existe une droité et une seule
passant paP et paralléle a d.

Axiome 3— Il existe trois points distincts non alignés ddrs

Définition 2 — Si I'ensembldT et la collectionA satisfont aux trois axiomes précédents, nous
dirons que le coupléll,A) est unegéométrie

Dans tout ce qui suit, nous supposerons (ueA) est une géométrie

Question 1.1.Sid, d’ € A sont deux droites non paralléles, démontrer qu’il existemnigue
point appartenantd et ad’ (axiome 1)

Question 1.2.Démontrer que le parallélisme est une relation d’équivaesur 'ensemble des
droitesA (axiome 2)

Définition 2 — Les classes d’équivalence pour le parallélisme sont aggeliéections
La direction d’une droitel est donc I'ensemble de toutes les droiiés A telles qued’ || d.

Question 1.3.Etant donnée une droitke A, démontrer qu'il existe un point P dafln’ap-
partenant pas d (axiome 3)

Question 1.4 Etant données deux droitds d’ € A, construire une bijection entoketd’ puis
en déduire que toute droite contient au moins deux paiatimes 1, 2 et 3, question 1.1)

Question 1.5.Considérons la configuration suivante :

n={A,B,C,D}, A={(AB),(AC),(AD),(BC),BD),(CD)}

(a) Vérifier qu’elle satisfait aux trois axiomes ci-dessus.

(b) Démontrer que c’est la géométrie contenant le moins deppossibles.

(c) Cette géométrie peut étre identifiée a I'ensemble destpeit des droites dans un plan
affine sur un corpg; lequel ?

2. Dilatations.

Nous allons maintenant introduire certainessformationslelnN conservant la direction.



Définition 3— Unedilatationest une application f d& dansI1 vérifiant la condition suivantes :
étant donnés deux points distin€tsQ < I, f(P) # f(Q) et a droite(f(P)f(Q)) est paralléle a
la droite (PQ).

Il est clair que I'identité deé1 est une dilatation.

Question 2.1.Démontrer que toute dilatatiohest une bijection.

(Indication : étant donné un point I,

(a) justifier qu'il existe deux points distincts, B € IM tels que les droitesf (A)P) et (f(B)P) soient
sécantesen P

(b) en déduire gu’il existe un point @I1 tel que P= f(Q).)

Question 2.2.Démontrer qu’une dilatatiom est complétement déterminée lorsqu’on connait
les imaged (A) et f(B) de deux points distincts. En déduire gua au plus un point fixe.

(Indication: déterminer tout d’abord I'image d’un point P n’apparteaas a la droité AB) en utilisant
les indications de la question précédente puis traiterdePea(AB).)

Question 2.3.Soit f une dilatation.

(i) Si f aun point fixe P, démontrer que, pour tou€@I, les points P, Q et (Q) sont alignés.

(i) Si f n'a pas de point fixe, démontrer que toutes les drqifgP)) sont paralleles entre
elles (P< ).

Définition 3 — Unetranslationest une dilatation n’ayant aucun point fixe ou bien I'identié

Sit est une translation distincte de I'identité, il découle aeulestion 2.3 (ii) que toutes les
droites(Pt(P)) sont paralléles. Cette observation justifie la définitionamnte.

Définition 4 — La directiond’une translation t=£ id est la direction des droites paralléles
(Pt(P)),Pe .

Question 2.4.Démontrer qu’une translatidrest complétement déterminée lorsqu’on connait
limaget(A) d’un point A.

Question 2.5.Démontrer que I'ensemble des dilatations Dil est un groupe [a composition.

Question 2.6 Etant données une translatibet une dilatatiorf, démontrer qud —1t f est une
translation ayant la méme direction queEn déduire que I'ensemble T des translations est un
sous-groupe distingué de Dil.

Question 2.7.Si I'on suppose gu'il existe deux translations de direaidistinctes, démontrer
gue le groupe T est commutatif.

Indication:

(a) Sit; ett, sont deux translations de directions distinctes, démpoqgtret; ett, commutent.

(b) Sit; ett, sont deux translations de méme direction, considérer amslationt; de direction dis-
tincte et vérifier qué; ettots ont des directions distinctes. Conclure en calculgsi...)

3. Deux nouveaux axiomes

Nous introduisons finalement deux nouveaux axiomes assguari’on dispose de « suffisam-
ment » de dilatations.

Axiome 4— Etant donnés deux points quelconqies) dansf1, il existe une translation t telle
que tP) = Q.

La translatiort fournie par cet axiome est uniquement déterminée en vera gigestion 2.4 ;
on la notetpg.



Axiome 5— SoientP, R et Q trois points distincts et alignés. Il existe une dilatatibfixantP et
envoyanQ surR.

La dilatationf fournie par cet axiome est uniquement déterminée en vetiagigestion 2.2.

Question 3.1.Démontrer qu’il existe deux translations de directionsiniites. En déduire que
le groupe T des translations est commutasitidmes 3 et 4, question 2.7

Question 3.2.Soient AB, C et D quatre points distincts dé. Démontrer que les conditions
sont équivalentes :

(i) (AB) || (CD)et(AC) | (BD);

(i) il existe une translation telle quet(A) =B ett(C) =D;

(ii)) ta =tcp

Question 3.3.(Théoréme 1 de DesargyeSoientd;, d, et ds trois droites distinctes et pa-
ralléles. Soient PP deux points sud;, Q, Q deux points sud; et R R’ deux points deds.
Si

(PQ || (PQ) et (PR | (PR),
alors(QR) || (QR).

Question 3.4.(Théoréme 2 de DesargyeSoientd;, dy et ds trois droites distinctes passant
par un point O. Soient,PP’ deux points sud;, Q, Q' deux points sud, et R R’ deux points de
ds. Si

(PQ || (PQ) et (PR | (PR),
alors(QR) || (QR).

Question 3.5.Supposons que notre géométrie satisfasse seulement amxesxi, 2 et 3.
(i) Démontrer que I'axiome 4 est vrai si le théoreme 1 de Dpses est vrai.
(i) Démontrer que I'axiome 5 est vrai si le théoreme 2 de Dgsas est vrai.

Commentaire— Ces deux derniéres questions illustrent I'importance desxdhéoremes de
Desargues : la validité de ces derniers est équivalente l& dels axiomes 4 et 5, c’est-a-dire a
I'existence de suffisamment de dilatations dans notre gg@ntg,A).

4. Le corps des scalaires

Il est trés remarquable que les axiomes 1 & 5 caractérisemglétement la géométrie plane
affine sur un corpk (non nécessairement commutatif) au sens ou on la connadtlerment,
c’est-a-dire la géométrie des points et des droites dansparce affine de dimension 2 dur

Nous avons un candidat évident pour I'espace vectoriel rdage T. Nous allons maintenant
voir qu'’il existe naturellement unorps des scalaires tel que T soit urk-espace vectoriel de
dimension 2. La définition suivante est fondée sur une ohsierv élémentaire : si V est un
espace vectoriel sur un corgsles éléments d& définissent des homomorphismes du groupe
abélien(V,+) conservant le parallélisme.

Définition 5 — Un scalaireest un homomorphisme de groupes T — T tel que, pour toute
translation t,

(A(t)=id) ou (tetA(t)ontla méme direction.
L’ensemble des scalaire est noté k.

L'application de T dans T envoyant toute translation saidiitité est un scalaire, noté 0. L'iden-
tité de T est un scalaire, noté 1.

On définit deux lois de composition interreet - surk : pour tousA, u € Kk,



(i) A + u estle scalaire défini par
A+u)t) =At)ou(t);

(i) Au estle scalaird o .

On vérifie que ceci a bien un sens, c’est-a-dire flueu et A u sont bien des scalaires.

Les axiomes 1 a 5 permettent de démontrer le théoréme suivant
Théoreme 6— Muni de ces lois, 'ensemble k des scalaires estorps non nécessairement
commutatif.

Voir la démonstration dans [Artin], pp. 58-62.

Pour toute dilatatiorf, 'application T— T, t — fLoto f est un homomorphisme de groupes
et f~Loto f ala méme direction quie(question 2.6). On associe ainsi un scaldifé) # 0 a
toute dilatationf, sonrapport; comme T est commutatif, 2 oto f =t et doncA (f) = 1 pour
toute translatiorf. En utilisant les axiomes 1 a 5, on démontre sans grandeulfiile théoreme
suivant.

Théoréme 7— Soit O un point dell et soitDilg le sous-groupe d®il formé des dilatations
fixant le pointO. L'application

(Dilg,0) — (k—{0},-), f— A(f)
est un isomorphisme de groupes.
Voir la démonstration dans [Artin], pp. 60-61.

En admettant les deux théoremes précédents, il s’avereegqupossible de traduire Bommu-
tativité du corpsk par un énoncé géométrique simple, en I'occurrentcedereme de Pappus

Question 4.1.Démontrer que les deux assertions suivantes sont équiealen

(i) Le corpsk est commutatif.

(i) (Théoréme de Pappu&tant donnés un point O et deux droites distinctest d’ passant
par O, on considére trois points distincts P, Q et Rdsuf{ O} et trois points distincts’PQ/
et R surd’ — {O}. Alors

(PQ) || (QP) et(QR) [ (QR) = (PR) || (PR).

Ainsi, le corps des scalaires que I'on vient de construiraréippde notre géomeétridl,A) est
commutatif si et seulement si le théoréme de Pappus estamaiakbtte géométrie.

5. Conclusion

Partons d’'un corps commutakifet d’'un espace affine E skide dimension 2. Posaht = E et
prenant poul I'ensemble des droites de E au sens usuel, il est bien cormlegaxiomes 1 a5
ainsi que le théoréme de Pappus sont vrais pour le cqipl).

Réciproquement, supposons dlig A) soit une géométrie dans laquelle les cing axiomes ci-
dessus ainsi que le théoréme de Pappus soient vrais. On aadBéitape 2 un groupe abélien
T, le groupe des translations; on convient de noter addi@ré sa loi de composition et 0 son
élément neutre :

t1+tr=t1otp et O=id.
On a construit a I'étape 4 un corps commutki#insi qu’une loi externe
KxT—T, (A,t)—A-t=A(1)

satisfaisant aux conditions suivantes :
(@ 0-t=0etlt=t;;



(b) A-(t1+t)) =A -t1+A -to;
©) (u-A)-t=p-(A-t)

pourtous € T, A, u € k. Ainsi, T est muni d’une structure deespace vectoriel.
L'espace vectoriel T agit naturellement sur I'ensenibleia

TxN—n, (t,P)—t(P)

et cette action esgtimplement transitivequels que soient les points P et Qrinil existe une et
une seule translatidane T telle quet(P) = Q (axiome 4 et question 2.4). Ainsi, I'ensembleest
muni d’'une structure dspace affinsurk, de direction vectorielle T.

Remarque— Pour tout couple(A,B) de points ddT1, il existe une unique translationg € T
envoyantA sur B. D’aprés la question 3.2, deux couplé&,B) et (C,D) définissent la méme
translation si et seulement si

(AB) || (CD) et (AC) | (BD)

et nous pouvons donc identifier les élémentd davec les classes d’équivalence de couples de
points dell pour la relation ci-dessus. Ceci est la définition usuells decteursen géométrie
élémentaire.

Question 5.1.Soit O< M un point et soient; ett, deux translations de directions différentes
(question 3.1). On considére une translatipa T. Posand; = (Ot1(0)) etd, = (Oty(0)), la
droite paralléle &, (resp.d;) et passant pa(O) couped; (resp.dz) en un point Q (resp.
Q). En vertu de I'axiome 5, il existe des dilatatiomg hy € Dilg telles quehy (t1(0)) = Qs et
ha(t2(0)) = Qo.

(i) Posanta; = A (hy) etap = A (hy), vérifier que 'on aa; -t1)(0) = Qq et(az-12)(0) = Qo.

(i) En déduire que l'onay -t1 +ap-t) =ts.

(i) Justifier qu'il n’existe pas scalairesg # 0 etay # 0 tels quea; -t1 +ax - to = 0. En déduire

que T est de dimension 2.

Commentaire— Pourquoi obtient-on nécessairement une géométrie de dimen = 2 alors
gu’aucun de nos cing axiomes ne semble I'affirmer ? Les axd@wmt 4, garantissant I'existence
de deux translations de directions distinctes, imposempkment la minoration & 2. Lorsqu’on
analyse la question précédente, on s’apercoit qu’un pointial est I'unicité de la droite passant
par un point donné et paralléle a une droite spécifiee — ceedire I'axiome 2 — car cela permet
de définir la projection sur une droite parallelement & undérawroite. Par suite, 'axiome 2
contient essentiellement la majorationd2.

On vient de vérifier quél est un naturellement yplan affinesur le corpk. La derniere étape
consiste a s'assurer que les éléementA dent bien les droites d@ au sens usuel.

Question 5.2.Considérons une droitec A et soient A B deux points distincts de (question
1.4). Soit P .
(i) S'’il existe un scalair@ € k tel quetap = a-tag, verifier que P appartientd (définition 5 et
axiome 2
(i) Réciproquement, si  d, démontrer gu'il existe un scalaigec k tel quetap = a-tag.
(axiome 5 et théoreme) 7

Question 5.3.Démontrer que\ est précisément I'ensemble des droites du plan aflinelles
gue définies de maniére usuelle.






