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3. GEOMETRIE AFFINE EUCLIDIENNE 1 : orthogonalité, isométries

Exercice 3.1. (Relation d’Euler)— Soient A, B, C et D quatre points d’un espace affine eucli-
dle_n E. . — — — — — —
(i) Démontrer la relation d’Euler (AB|CD) + (AC|DB) + (AD|BC) = 0.
(i) En déduire que les hauteurs d’'un triangle non plats sontourantes.
(iif) Montrer que, si un tétraedre possede deux couple€tiaropposeées orthogonales, il en
va de méme pour le troisiéme couple.

Exercice 3.2.— Soient A, B et C trois points de I'espace affine euclidien Etddminer les
ensembles de niveau de la fonction

— —— — — — ——

f:E—-R, M+~ (MA|MB)+ (MB|MC)+ (MA|MC).

Exercice 3.3 (Théoreme de I'angle droit}— Soit E un espace affine euclidien de dimension 3
et soit P un plan de E. On désigne jpea projection orthogonale de E sur P.

On considére des points B, C et D dans E tels qu(e!@K?D)) = 0. Démontrer que les vecteurs
p(A)p(B) et p(C)p(D) sont orthogonaux si et seulementd € P ouCDe P.

Exercice 3.4— Soit (ABCD) un quadrilatére de I'espace affine euclidien tel que deugscot
consécutifs soient toujours orthogonaux.

(i) En utilisant I'exercice précédent, démontrer que cedgiletére est plan.

(i) Donner une démonstration analytique en choisissamepare adéquat.

Exercice 3.5 (Décomposition canonique des isométries akfig) — Soit E un espace affine

euclidien et soitf une isométrie de E. Cet exercice a pour but de démontrerdedhwe suivant :

il existe un unique couplég,v), constitué d’'une isométrie g de ayant un point fixe et d’'un
—

vecteurv € E, tel que f=goty =t,0Qg.
(i) Démontrer que les sous-espaces(ikerf) et Im(id — f) sont supplémentaires et orthogo-

naux dansk . -
(i) Soienth une application affine de E ate E un vecteur. Montrer que I'onfaot, =t,oh
si et seulement si € ker(id — h).

(iii) Soit h une application affine de E et saite E. Soit A un point de E. Démontrer que

_—
I'application affinet_,, o h admet un point fixe si et seulement’sf (A) —u € Im(id — h).
(iv) Conclure.
(v) Soit F 'ensemble des points fixes deMontrer que F= & si et seulement si le vecteur

v # 0 n'appartient pas au sous-espacegitin- f) de E . En déduire que I'on alors

Ker(id —f) # {0}.
(vi) Supposons que le vecteurintervenant dans la décomposition canoniquef dmit non

< h . P . . = a2
nul. Etant donné un point M E, démontrer qu'il existe un vectewre E tel queM (M) =
—>
v+f(w) —w. En déduire la valeur minimale dgM f(M)|| lorsque M parcourt E.



Exercice 3.6 (Isométries du plan et de I'espace}- Soit E un espace affine euclidien et sbit
une isométrie de E. On désigne par F 'ensemble des pointsdixé.

(i) Démontrer que, s’il est non vide, I'ensemble F est un segace affine de E de direction
Ker(id —f).

(i) Supposons difE) = 2. Décrire f en fonction de dinfF) et distinguer les déplacements
des anti-déplacements.

(iii) Méme question avec dif) = 3.

Exercice 3.7 (Groupes de frises}— Soit D une droite du plan affine euclidien. Etant donnés un
point A et un vecteur directewrde D, on considére I'ensembl& = A + Zu des translatés de A
par un multiple entier de-u.

Déterminer toutes les isométries planes présergant

Exercice 3.8 (Réflexions}— Soit E un espace affine euclidien. Cet exercice a pour buede d
montrer le théoreme suivantaute isométrie est un produit de réflexions.

On considére une isométrfede E et on note F I'ensemble de ses points fixes.

(i) Supposons qu'il existe un point A E tel quef(A) # A. On désigne par H Hyperplan
médiateurdu segmenfA f (A)] et paroy la réflexion par rapport & H. Démontrer que F est
contenu dans H et en déduire que I'ensemble des points fixdsataétrie oy o f contient
strictement F.

(i) En raisonnant par récurrence sur la dimension de F, démoquef est un produit de
réflexions.

(iii) Majorer simplement en fonction de F le nombre minimal iéflexions donf est le pro-
duit.

(iv) Ecrire explicitement une translation comme un prodiitréflexions.

Exercice 3.9— Soit P un plan affine euclidien.
(i) Soientoy, 0y, g3 trois réflexions d’axes concourants en |. Montrer que I'on a

03002001 = 01002003.

(Indication : calculer I'inverse der; o 0, 0 03)

(i) Soit C un cercle de P et soiebt;, D,, D5 trois droites vectorielles. Etant donné un point
M sur C, on construit la suite MM2, M3, M4, M5, Mg de points de C tels que les droites
(MM1),(M1M2), (M2M3), (M3Ma), (M4sMs) et (MsMg) aient pour directions respectives
D1,D2,D3,D1,D2 et D3. Démontrer que I'on a M= M.

Exercice 3.10— Soientr1, r etrs trois rotations d’un plan affine euclidien orienté P de centr
respectifs @,0, et O3. On suppose;, I, etrs distinctes de l'identité et on désigne par, 9- et
J3 des mesures des anglesrdg etrs.

—_—

(i) Siryorporg =id, démontrer que les angles orient€30,,01,0,), (0203,02,01) et

—_
(0301,03,07) sont de mesures respecti\ﬁés % et % (Indication : écrire i orp, comme
un produit de réflexior)s

(i) Soit (ABC) un triangle et soientBCP), (ACQ) et (ABR) les trois triangles équilatéraux
extérieurs, de centres respectif$ ét K. Démontrer que le triang(&JK) est équilatéral.






