Université de Lyon Préparation du CAPES
Université Claude Bernard Lyon 1 Hiver 2008-09

L E GROUPE DES ISOMETRIES DU CUBE
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1. MISE EN PLACE

Soit C un cube dans I'espace affine euclidien E, de somanbis, d, e, f,g eth. On désigne précisément
par C l'enveloppe convexde ces huit points. Pour donner une définition encore plusgaréon peut dire
gue I'on considere quatre points coplanaigel, ¢, d constituant les sommets d’'un carré — iabcd est
un parallélogrammegab) L (bc) etab= bc— puis on définite, f,g eth comme les images deb,c etd
respectivement par une translation de vecteurormal au plar{abc) et de normeb. [Faire un dessin]

Les quatre droitegag), (bh), (ce) et(d f) sont sécantes. Pour le justifier, il suffit de considérer feree
w du carréabcd et de poseo = w+ %n; en vertu du théoréme de Thales appliqgué dans les triangles
acg bd f, caeetbdh le pointo est le milieu de chacun des segmefatg, [bh], [cg et[d f].

La symétrie de centre préserve I'ensemble” des sommets de C, donc préserve également leur enve-
loppe convexe C puisqu'il s'agit d’une application affine.

On vérifie aisément que C est 'ensemble des points de I'esgant les coordonné€s,y, z) dans le

b _ . l_) l_) _l . ~ . . .
repere orthogona¥’ = ( o; 5ab, 5bc, —3n | satisfont a la condition suivante :

max([x],y|,|Z) = 1.

Les sommets sont caractérisés par la conditibr- |y| = |z = 1. Au passage, on pourra remarquer que
cela fournit une autre maniére de définir un cube : il suffit Heisir un repére orthogonal de E et de
considérer I'enveloppe convexe des huit points de coorées(a-1, +1,+1).



2. |ISOMETRIES PRESERVANT LE CUBE ET ISOMETRIES PRESERVANT LES S OMMETS

Soit f une isométrie de I'espace E. Sipréserve 'ensemble” des sommets de C, i.ef () = .7,
alors f préserve nécessairement leur enveloppe convexe C plis@git d’'une application affine ; on a
doncf(C)=C.

Il est Iégérement plus délicat de démontrer I'assertioipréque : toute isométrié de E conservant C
préserve nécessairement I'ensemifedes sommets de C. Pour ce faire, nous devons mettre en évidenc
une propriété caractéristigue des sommets de C qui soitiamia par isométrie. Un peu de réflexion
montre que I'on peut adopter la caractérisation suivansesdenmets : pour qu’un poimtde C soit dans
&, il faut et il suffit qu’il existe un poing € C tel quepg= v/3ab. En effet :

— si p est un sommet, on peut prendre pgue sommet opposé, symétrique plpar rapport @;

— si réciproquemenp et g sont deux points de C tels quu = +/3ab, leurs coordonnées respectives

(x,Y,2) et(X,y,Z) sont telles que

(X =x)?+ (Y =y)*+ (Z —2)*]at’ = pc’ = 3al?,

PN

Soit encore
(X =X+ (Y —y)2+(Z-2%=12

Vu les conditions maix|, |y|,|z|) = max(|X|, |Y|,|Z|) =1, on alx—X|,|y—Y|,|z— Z| < 2 et I'égalité
précédente est possible si et seulement'six| =y —y| =|Z — 27 = 2, ce qui impliquex| = |y| =
|7 = |X| =|yY| =|Z| = 1 et montre que etq sont deux sommets opposeés.

Ainsi, le groupe des isométries du cube C est le sous-groupe
G={felsomE)| f(C)=C}={f elsomE) | f(*¥) =}

du groupe IsortE) des isométries de I'espace. Tout élémede G fixe le poinb car celui-ci est I'isoba-
rycentre des points d&’ ; par suite, chaque élément de G est de 'un des trois typesrdsi:

(i) rotation (déplacement)

(i) réflexion (anti-déplacement)

(i) anti-rotation (anti-déplacement)

3. COMPLEMENT : LES SYMETRIES AFFINES DU CUBE

Nous avons utilisé une caractérisation des sommets de Gampsur un argument de distance, donc
utilisant la structure euclidienne. Il est intéressanbd&rver que I'on peut également donner une caracté-
risation purement affine. On aimerait transcrire sous unedanathématique précise l'idée intuitive que
les sommets du cube C sont des points « saillants » ; un peuleligg conduit a dégager la condition
suivante :

pour qu’un point p deC soit un sommet, il faut et il suffit qu'il existe un plahtel que
(@ HNC={p};
(b) C est entierement contenu dans I'un des deux demi-espacaédete frontierd.



Démontration Si p est un sommet de C, le plan H passant pat perpendiculaire a la diagonale de C
issue dep satisfait aux deux conditions précédentes. En effal,esit le symétrique dp par rapport &,
les deux demi-espaces de frontiére H sont

{mecE|pm-pg< 0} et {mec E|pm-pg= 0}.

Tous les points de sont contenus dans le méme demi-espacgéapd > 0 pour tout sommes de C
distinct dep; ce demi-espace étant convexe, il contient intégralememidloppe convexe C d¢’. Il est
en outre clair que I C est réduit au poinp.

Supposons réciproquement que H soit un plan contenant wueiointp de C et tel que C soit
entierement contenu dans le méme demi-espace de frontié€ensidérons une forme affige: E — R
telle que H={me E| ¢ (m) =0} ; les deux demi-espaces fermés de frontiére H sont

{meE| ¢(m) <0} et{meE|¢$(m)>0}.

Quitte & replacegp par —¢, on peut supposer € {m e E | ¢(m) < 0}. Dans le repéreZ introduit
plus haut,¢ (x,y,z) = ax+ By+ yz+ é aveca,f3,y,0 € R et (a,3,y) # (0,0,0). Notant(Xo, Yo, 20) les
coordonnées du poir dans#, on a par hypothésaxy + Byo + yzo + 6 = 0. Si p n'est pas un sommet
de C, alors I'une de ses coordonnées est de valeur absalyesupposons pour fixer les idées que ce soit
Xo. Pour tout nombre réel €] — (1— |xo|),1— |%ol|[, le point de coordonnéds, + €, Vo, Zp) appartient a C
car|Xp+&| < 1;0n apar conséquente = ¢ (Xo+ €,Yo,20) < 0 pour toute €] — (1— |%o|), 1— |%ol[, ce qui
impliqgue a = 0. Quel que soit €] — (1— [Xo]),1— |Xo|[, on obtient par suité (xo+ €,Y0,20) = a€ =0,
c’est-a dire(xo + €,¥0,20) € H; comme(xo + €,Y0,2) € C, ceci contredit 'hypothese HC = {p}. O

Nous venons de mettre en évidence une caractérisation potaffine des sommets. Il en découle
immédiatement que toutajection affine fde E (non nécessairement isométrique) préservant le cube C
préserve également 'ensembtede ses sommets : étant donmé ., on choisit un plan H n’intersectant
C gu’en p et tel que C soit entierement contenu dans le méme demi@$pané E de frontiére H;
puisquef est une bijection affinef(H) est un plan,f(H)NC= f(H)Nf(C) = f(HNC) = {f(p)} et
f(E™) est un demi-espace fermé de frontid¢d) contenant entierement € f(C) ; ces trois conditions
garantissent que le poiffif p) est un sommet de C.

RemarqueEn s’inspirant du raisonnement précédent, il n’est pdgciif de donner une caractérisation
affine desarétes(resp. des faces) du cube C : ce sont précisément les pagti€sdg la forme H C,

ol H est un plan contenant exactement deux (resp. quatrapstantde C et tel que I'un des deux demi-
espaces fermés de frontiére H contienne entierement Cdéeoule que toute bijection affine de I'espace
préservant C transforme une aréte (resp. une face) en wegqi@$p. une face).

Nous pouvons en tirer une conséquence remarqudblde bijection affine d& préservant le cub€
est une isométrigConsidérons en effet une telle bijection affihppuisquef préserve les sommets et les
arétes du cube, I'image pérdu repérga; ;b,eﬁ,ié) est de la formé p; pg, pf, ps), oli p,q,r,s € .7 sont
des sommets tels queq], [pr] et [pg soient des arétes; un tel repére est orthogonahet pr = ps=
ab=ad = ae doncf est une isométrie.

4. ACTION SUR LES DIAGONALES

Rappelons que I'on désigne par G le groupe des isométrigegfmte préservant le cube C. Comme
chaque élément de G tranforme un sommet en un sommet tout en préservantskasce,f transforme
une diagonale en une diagonale. 2oit {(ag), (bh), (ce), (d f)} 'ensemble des quatre diagonales du cube
et soit&(A) le groupe des permutations de cet ensemble. Chaque iserhétiG donne naissance a une
permuationos € &(A) via la formuleos (pa) = f(pg) = (f(p) f(q)). L'application

m:G—6(), f— ot
ainsi définie est un homomorphisme de groupes :
Ogog(PA) = (9(f(P))a((q))) = ag(f(p) f(a)) = gg(Tt(pa))

donc
Ogof = Og© Of



pour tousf,g € G.

RemarqueSi I'on veut, on peut commencer par fixer une bijection{1,2, 3,4} — A et I'utiliser pour
identifier le groupeS(A) avec le groupe symétrique standa&bg via 'isomorphisme

G(A) — G4, oV tooov.

L'application 1T estsurjective Pour le démontrer, on observe que son imagé) est un sous-groupe
de S(A); par suite, il suffit de vérifier quer(G) contient un ensemble de générateursSq@) pour en
déduirer(G) = S(A). On sait que le group&(A) est engendré par les six transpositions, permutations qui
échangent deux éléments en fixant les deux autres. Pourehamspositiort, on trouve sans difficulté
une isométrief dans G telle qua = ri(f) : étant données deux diagonales D étde C, la réflexion
par rapport au plan contenant les deux autres est une iserpéiservant C et induisant la transposition
échangeant D et DPar exemple, pour B- (ag) et D' = (bh), la réflexion par rapport au plaftde)
convient.

Déterminons enfin le noyau H dg c’est-a-dire le sous-groupe de G constitué des isométriefies
quet(f) soit 'identité ; cela signifie qué préserve globalement chaque diagonale du cube. Etant donné
f eH,onaf(a)=aouf(a)=g, f(b)=bouf(b)=hetf(c)=couf(c)=e

Sif(a) =a, alorsf(b) € {b,d,e} car f préserve les arétes ; on en déduib) = b. Appliquant le méme
raisonnement avec le sommgton obtient ensuitef (c) = c. Commef(0) = o, les quatre points non
coplanaires, b, c,0 sont ainsi fixés ef est donc l'identité.

Si f(a) = g, un raisonnement analogue au précédent montre qu’'élest la symétries, de centreo.

Une variante consiste a observer qu@réserve globalement chague diagonale de C et appartientado
H; syo f est alors un élément de H fixant le somragtilol s,o f =id et f = s,.

Finalement, H= {id,s,} est le sous-groupe de G d’ordre 2 engendré par la symétrierdeco. Par
passage au quotient, ’homomorphisme surjertifiduit unisomorphismeentre le groupe quotient (i
et le groupeS(A). On en déduit que ces deux groupes ont le méme ordre

IG/H| = |6(8)| = 4! = 24,
ce qui montre finalement que G est un groupe fini d’ordre
|G| = |H|.|G/H| = 48.

Remarque La section 7 est dévolue aux propriétés élémentaires datitnnde quotient.

5. DESCRIPTION DES ISOMETRIES PRESERVANT LE CUBE

Maintenant que nous savons que le groupe G est fini et codefiEments, nous pouvons essayer d’en
faire la liste. Lensemble des déplacements (isométriesctdis) préservant C est un sous-groupe de G,
noté G". Linclusion G" C G est stricte car G contient des anti-déplacements, parmrdmréflexiono
par rapport au plan médiateur du segmabt. L'application

G"—G, f—oof

est injective et son image est précisément I'ensemblel€s anti-déplacements de G ; on a donc
1
G| =167|=5lc| =24

Comme tous les éléments de G fixent le poiries déplacements constituant Gont tous des rotations
de centreo. Les plus évidentes sont probablement les rotations agfonraxe passant par les milieux
de deux faces opposées, I'angle d'une telle rotatiétant de mesurg, 7 ou 37" sir #id. Comme C
possede trois paires de faces opposées, nous obtenon® aotations dans G— {id}. Il y a ensuite
les rotations autour de I'une des quatre diagonales du cliegle de mesur%’l ou %’T; cela donne 8
nouveaux éléments dans G- {id}. Il y a enfin les retournements (rotations d’angle plat) autbun axe
passant par les milieux de deux arétes opposées de C; compss&p six paires d’'arétes opposeées, cela
fournit encore 6 éléments dans G {id}. Il n’y a pas de place pour autre chose+ 2+ 8+ 6 = 24.



Les éléments de Gsonta priori de deux types : réflexions et anti-rotations (composé comihdtune
rotationr et d’une réflexiors par rapport a un plan perpendiculaire a I'axerjle

Commencons par énumérer les réflexions. Il y a de maniéreréed

(i) les réflexions par rapport a I'un des trois plans médistees arétes, ne fixant aucun sommet;

(i) les réflexions par rapport a I'un des six plans contertiux arétes opposées, qui fixent quatre des
huit sommets.

On constate aisément que cette liste est compléte en anilgsamages possibles du somragiar une
réflexion de G. Il y a donc 9 réflexions dans G

Passons maintenant aux anti-rotations. Etant donnéestat®n non trivialer € G* et une réflexion
se G telles que I'axe de soit perpendiculaire au plan der os= sor est une anti-rotation dans G
Remarque préliminaire : si I'angle deest plat, alorsor est la symétrie de centre le point d'intersection
de l'axe der et du plan des.

(i) Premiere configurationr. est un retournement dont I'axe passe par les milieux de dmesfoppo-
sées et est la réflexion par rapport au plan médiateur des aréteempdiqulaires a ces deux faces.
Tous les cas de figure conduisent au méme résultat : la sgnaieticentre.

(i) Premiére configuration (bis)r:est un retournement dont I'axe passe par les milieux de détgsa
opposées et est la réflexion par rapport au plan passant par les quatrmetswestant. On obtient
de nouveals,.

(iii) Deuxieme configuration r n’est pas un retournement, son axe passe par les milieuxudates
opposées e est la réflexion par rapport au plan médiateur des arétesipdiqulaires a ces faces. I
y a 6 anti-rotations de ce type.

I manque 15- 7 = 8 anti-rotations...

Nous n'avons pas utilisé jusqu’ici les 8 rotatianautour des diagonales car il n’existe pas de réflexion
se G telle quesor appartienne a G : il faudrait en effet gaesoit une réflexion par rapport au plan
médiateur d'une diagonale, or celle-ci ne préserve pas Qr. B@r les idées, considérons la diagonale
(ag) ; le plan médiateur P du segméag] passe pao et est paralléle aux plaripde) et (cfh). La rotation
r' d’axe (ag) et d'angle de mesurg (relativement a l'orientation faisant déde) un triangle direct)
transforme(bde) en le triangle symétrique par rapporiab) ; si 'on applique alors la réflexiog par
rapport a P, on obtient le triang(ehf). Il est maintenant clair que o s’ est une anti-rotation préservant C
et d'axe(ab). Pour s’en convaincre, il suffit d’observer la projectiothogonale de C sur le plan P...

Linverse (' os) =5 or’ ' =r'tod der oS est également une anti-rotation d'aje) préservant
C. Remplagantag) par I'une des trois autres diagonales, on obtient de la Songuvelles anti-rotations
dans G. Cette fois, 1+ 6+ 8 = 15 et le compte y est.

6. STRUCTURE DU GROUPE DES ISOMETRIES DU CUBE

Revenons a 'homomorphisnte: G — S(A) introduit & la section 4, surjectif et de noyauHid, s, }.
La restriction derr au sous-groupe Gdes déplacements est un homomorphisme de groupes de noyau
HNG* = {id}, donc injectif ; comme par ailleut&™ | = 24=|S(A)|, il s’agit donc d’'un isomorphisme.

Observons que les deux éléments id,ale H commutent aveusles éléments de &. Il en découle
que I'application

HxG"—G, (g,f)—eof
est un homomorphisme de groupes puisque
(eof)o(elof) = (goe)o(fot)

pour touse, &’ c Het f, f’ € G'. C'est par ailleurs une application surjective car tout-déplacement
dans G s’écrit sous la formge= s,0 (S 00) ; les deux groupes étant du méme ordre, il s’agit donc d’un
isomorphisme.

(WQuelle que soit isométrid de E, f osoo f~1 est la symétrie de centig ). Pour le voir, il suffit d'observer que la partie
linéaire def oso0 f 1, étant conjuguée a la partie linéairesdea les mémes valeurs propres, en I'occurreatavec multiplicité
3; cette partie linéaire est donc la symétrie par rapporbdigine et, commef o5, 0 f 1 fixe le point f(0), il s'agit finalement
bien de la symétrie de centf¢o).



La structure du groupe G est ainsi parfaitement comprisest&’est isomorphe au produit direct du
groupeZ/27 par le groupe symétriqué,. On notera au passage que le groupe dgs déplacements
préservant le cube C fournit une réalisation géométriguplei du groupes,.

7. QUELQUES REMARQUES ELEMENTAIRES SUR LES QUOTIENTS

La notion de quotient est parfois la source de difficultésnjomt pas lieu d'étre...

a) La notion générale de quotient d’'un ensemble E par ungarld’équivalence est rigoureusement
équivalente a la notion deartition d’'un ensemble en sous-ensembles deux a deux disjointanPditine
relation d’équivalenceZ sur E, celui-ci est la réunion disjointe des classes modaéilaéciproquement,
la donnée d'une partition” de E — c’est-a-dire une famille# de sous-ensembles de E deux a deux
disjoints dont E est la réunion — permet de définir sur cetrabse une relation d’équivalenc# s : quels
gue soienk ety dans ExZ zV si et seulement si ety appartiennent au méme sous-ensemble dans

Exemples standard

() Légalité est une relation d’équivalence ; elle corrasg a la partition de E en singletons :=E
Llee{X}. A l'opposé, a la partition# = {E} (un seul sous-ensemble) correspond la relation d'équi-
valence brutale : pour tousy € E, XZ zY.

(i) La donnée d'une applicatiofi : E — F fournit naturellement une relation d'équivalen#e sur E :
pour tousx,y € E, xZty si et seulement si(x) = f(y). Les classes d'équivalence sont fésesde
I'application f ; elles constituent la partition de E correspondap:a

La situation (ii) se rencontre par exemple souvent dans dadégmes de dénombrement. Si E et F

sont finis, on peut calculer le cardinal (i en comptant d’abord le nombre d’éléments de F, puis en
déterminant le nombre d’antécédents de chacun d’entrecist;a-dire le cardinal de la fibre decorres-

pondante :
El= 1)l
2
ou|f-*(y)| = || =0siy ¢ f(E).

b) Le quotient EZ d’'un ensemble E par une relation d’équivaleriéeest simplement 'ensemble des
classes d’équivalence moduld. On dispose d’une application naturetle E — E/Z, souvent appelée
projection canoniqueassociant & sa classe d'équivalence. Le passage de E4& B précisément pour
effet d'identifier tous les éléments équivalents : pour toug € E, 1(x) = 7(y) si et seulement SiZy.
Ainsi, remplacer E par EZ a pour effet de transformer la relation d’équivale€en la relation dégalité

On peut aussi interpréter la construction de I'ensembldigptocomme suit toute relation d’équiva-
lenceZ sur un ensembl& peut se réaliser comme la relatigi#s associée a une application: £ — F
convenable Parmi tous les choix possibles deet F, il y en a un meilleur que les autres =FE/Z% et
f = . En effet, supposons que I'on dispose d’'une applicafiort — F telle queZ: = #, c'est-a-dire
dont les fibres sont exactement les classes modul€ommef est constante sur chaque classe modulo
Z, on peut définir une application: E/% — F en associant a chaque classa valeur commune dé en
les éléments dé. Par construction, on a l'identité = f o 17, laquelle se représente agréablement sous la
forme d’'un diagramme

E——F

Il

que 'on dit commutatif: les deux chemins possibles pour aller de E a F, en I'occoerdnet f o,
coincident. Mieux,f prend des valeurs différentes sur des classes différeniegue les classes sont
exactement les fibres de; ainsi, f(c) # f(c) si c et ¢ sont des classes distinctes feest donc une
applicationinjective

Du point de vue des valeurs prises dans F, le passadgeadene change rien et ces deux applications
ont donc la méme image. Ainsi, en remplacant E par I'ensemubitient % et F par lesous-ensemble



f(E), nous avons construit une applicatibijective
f.E/% — f(E)
contenant la méme information qtie

c) Exemple : les angles orientés dans un espace vectoriedgerc de dimensior2.
On considere I'ensemble E des couplasv) de vecteurs unitaires de P, que I'on munit de la relation
d’équivalence
UVZU,V) = (3fesSqP)|f(uy=u,f(v)=V).

Par ailleurs, étant donné un cougleVv) € E, on démontre qu'il existe uneniquerotationr € SQ(P)
telle quev = r(u). On déduit alors de laommutativitédu groupe SCP) que deux couplefu,v) et (U',V)
dans E sont équivalents si et seulement si les rotationgié@eso etr’ sont les mémes. Ainsi, les classes
d’équivalence pouZ sont précisément les fibres de I'applicatibn E — SOQ(P), définie en associant a
(u,v) l'unique rotationr telle quev = r(u). Cette application étant manifestement surjective, ejiené
ainsi naissance a urigection

T:E/% — SOP).
On en déduit immédiatement une structure de groupe comifraitatensemble EZ : la somme de deux
classequ,v) et (U,V) est définie par la condition

(@9 + @) =T@) o T@ ).

Pour calculer effectivemeriu,v) + (U/,V'), on noter = f(u,v) la rotation envoyant surv, r' = f(u,V)
celle envoyant/ surv et on posev = r'(v). Par définition,@ + (u’,/7) est 'antécédent de or dans
E/%.Onadune partv,\vv) = (u/,/v\/) —-carf(vyw)=r"=f(u,V)—etdautre partv=r'(v) = (r'or)(u),
doncf(u,w) =r"or. On obtient ainsi

e~~~ _——

(U7V) + (U/,V/) = (U7V) + (V7W) - (U7W)7
ce qui démontre par la méme occasion la relation de Chasles.

d) Considérons maintenant un groupe G et soit H un sous-grdiupclasse a droite d’'un élémemnt
de G modulo H est I'ensemble produib de g par un élémenh de H; on la notegH. Remarquer que
I'on obtient la méme classe si I'on remplagepar gh avech € H. Comme H contient I'élément neutre,
gH contientg et donc G est la réunion de toutes les classes a droite mod@od¢ux classegH etg'H
ont une intersection non vide, elles sont égales : en efffetjste alorsh,h’ € H tels quegh= g'lY et par
suitegH = (gh)H = (g')H = g'H. Les classes a droite définissent donc une partition de @jdson
d’équivalenceZy correspondante est

9Zud < g'deH,
qui décréte que deux €léments sont équivalents si I'on pesggp de I'un a I'autre par multiplication a

droite par un élément de H. L'ensemble quotientZ&y est noté GH; ses éléments sont les classes a
droite modulo H.

En privilégiant la gauche, on définit de méme les classes éhgaet I'ensemble quotientid, dont les
éléments sont les classes a gauche modulo H.

Quel que soig € G, la multiplication a droite pag fournit unebijectionentre H etgH. Lorsque G est
fini, on en déduit que toutes les classes (a droite ou a gaucheljjartéant le méme cardinal, égal a celui
de|H|; le nombre de classes a droite étant le cardinal de 'engg|@IpH|, on obtient la formule

|G[ = [H[.[G/H]

utilisée a la fin de la section 4. On peut encore interprétiérdimment cette identité : la projection ca-
noniquert: G — G/H, g+ gH est surjective et ses fibres sont (tautologiquement !) lesses & droite
modulo H ; comme toutes ces classes sont de cardinal H, lafferde dénombrement mentionnée a la fin
de a) fournit précisément cette identité.



e) Rappelons que les constructions exposées en b) s’atlapteadre des groupes. S¢it G — G’ un
homomorphisme de groupes. La relation d’équivalence eléunent associée @, soit

0%yd = ¢(9)=9¢(d),

peut se ré-écrire sous la forme

0%sd — g 'd cKer(¢p) < dgleKer(p)

et donc

(i) les classes a droite modulo le sous-groupe (#&rsont les mémes que les classes a droite :

gKer(¢) = Ker(¢)g;

(i) les fibres dep sont donc précisément les classes moduld ¢er

Le point (i) permet de munir I'ensemble quotient@, = G/Ker(¢) d’une structure de groupe de telle

sorte que la projection canonique: G — G/Ker(¢) devienne un homomorphisme de groupes. On n'a
pas le choix : on doit définir le produit des classeg) et r1(g’) par r(gd) ; pour que cela ait un sens,
il faut que tous leggh)(g’'h’) soient dans la méme classe lorsduet h' parcourent Ke ). Tel est bien
le cas : l'identité Kef¢)g' = g'Ker(¢) permet d'écrirehd sous la formeg’h” avech” € Ker(¢), donc
(gh)(gh') = g(hd)h' = g(g'h”)i = (gd)(h"h') appartient gg'H. L'élément neutre est la classge) de
I'élément neutre et les axiomes des groupes sont autoraatigpt vérifiés.

Lorsqu’on munit 'ensemble &Ker(¢) = G/Z#, de la structure de groupe que I'on vient de définir,
I'application injectived : G/Ker(¢) — G’ construite a la fin de b) devient un homomorphisme de groupes.
La conclusion est la méme : en remplagant G par le groupeeqnid/Ker(¢) et G par le sous-groupe
image@ (G), on obtient urisomorphisme de groupes

9 :G/Ker(¢) — ¢(G)
contenant la méme information qge

On dit qu’'un sous-groupe H de G elstinguési les classes a gauche et a droite coicident ou, de maniere
équivalente, sgHg™! = H pour toutg € G. Si H est distingué, on peut comme précédemment munir
'ensemble GH = H G des classes modulo H d'une structure de groupe de telie goe la projection
rr devienne un homomorphisme de groupes. L'élément neutre/teéBant la classe H, le noyau de cet
homomorphisme n’est autre que H lui-méme. Au final, cela neogtieles sous-groupes distingués de
G sont trés précisément ceux que I'on peut réaliser comme yawnd'un homomorphisme de groupes
convenable

f) Tout ce que I'on a dit pour les groupes s’applique aux espaectoriels sur un corps commuttifa
multiplication du groupe (resp. les sous-groupes ; resphéenomorphismes de groupes) étant remplacés
par I'addition des vecteurs (resp. les sous-espaces ia@stpresp. les applications linéaires). Tous les
sous-espaces sont distingués puisque I'addition est coatine

Etant donné un espace vectoriel V et un sous-espace W, ¢espatoriel quotient YW a pour éléments
les classeg+W =W + v modulo W et

ANVHW) +p(V+W) = (Av+puv) +W

pour tousv,V € VetA,u k.

Il est important d’observer que ces classes ne sont pas chise que lesous-espaces affinee V
de direction W, ce qui permet de visualiser trés facilemesphlce vectoriel quotient WV, au moins si
dim(V) < 2.

Si W est un supplémentaire de W dans V, alors la restriction dedjagtion canoniquer:V — V /W
induit un isomorphismeentre W et V/W' : en effet, riyy est une application linéaire injective — car
Ker(m)NW' = WNW’' = {0} — et elle est surjective car(v) =v+W =w +W = (W), ouw est le
projeté dev sur W parallelement a W.

Réciproguement, si Y\st un sous-espace vectoriel de V tel guyg : W' — V /W soit un isomorphisme,
alors W est un supplémentaire de W dans V (exercice !). Ainsi, on peine choix d’'un supplémentaire
de W dans V comme une réalisation de I'espace vectoriel guo¥ti/W dans V. Parce qu'il n'y a pas de
maniére naturelle de le faire, i.e., de choix meilleur quedetres, il est souvent plus facile de travailler
directement avec YW...



