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5. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 1

Exercice 5.1 (Paramétrage)— Soit ¢ le cercle de rayon 1 centré a I'origine daR$ et soitA
sa tangente au poirii, 0). En considérant les demi-droites issues du poiat (-1,0), donner
un paramétrage d€ — {P} par des fractions rationnelles.

Exercice 5.2 (Etude locale)}— 1. Soitk un nombre réel. Etudier au voisinagetde 0 la courbe
paramétrée
t3 t2
X(t) = cost + kg, y(t) =sint —t + 5
2. A quelle condition sufa, b) € R? la courbe paramétrée

2b
y :]O, +oo[— R?, t— <2t—|—t%,t2—l— T)

posséde-t-elle un point de rebroussement ? Quel est I'drieetas point$a, b) ainsi obtenus ?

Exercice 5.3 (Etude globale 1}— Etudier puis tracer la courbe paramétrée

V:R =R, t— (2sint+cod,sirt+2cost).

Exercice 5.4 (Etude globale 2)— Soit a un nombre réel non nul. Etudier puis tracer la courbe
paramétrée
at?>  at
‘R—R? t — s, —— |-
yoRe R e <1+t2’1+t2>

Démontrer que I'image dg est I'ensemble des points,y) de R? satisfaisant a la condition
F(x,y) =0, ot Fe R[X, Y] est un polyndme de degré 3 que I'on déterminera.

Exercice 5.5 (Courbes de Lissajous)- Etant donnés deux nombres réalst w, on considére
la courbe paramétrée

y:R—R2 t (sint,sin(wt+a)).

(i) Etudier et tracer la courbe en fonction dérsquew = 1.

(i) Méme question avew = 2. Pour quelles valeurs @da courbe est-elle réguliére ?

(iii) Démontrer que la courbg estfermée(c’est-a-dire que la fonctiop est périodique) si et
seulement siv est un nombre rationnel.

Exercice 5.6 (Cycloide}— On considére un cerclg de rayon R qui roule sans glisser sur une
droite D. La courbe tracée par un point fixe‘deest appeléeycloide

(i) Donner un paramétrage de la cycloide puis étudier segpsinguliers et la tracer.
(i) Calculer I'abscisse curviligne.
(iii) Calculer la longueur d’arc de la cycloide corresponicaun tour complet d&’.



Exercice 5.7 (Coordonnées polaires B~ Le plan euclidien P est orienté et muni d'un repére
orthonormé directO, i,j). On considére une courbe paramétrée
y:l—=P 39— M(3)=0+p(3)uy,

—

ou | estun intervalle d&, uy = cosdi + sindj est le vecteur unitaire d’angle polaifeuy) = 3
et p est une fonction deux fois dérivable.

(i) Déterminer le vectews = us.

(i) Exprimer le vecteuty tangent & au point M3 ) dans la baséug, vy ).

(iii) Exprimer I'abscisse curviligne dgen fonction de9.

Exercice 5.8 (Coordonnées polaires 2)- (i) Etudier et tracer la courbe d’équation polaire
p(9) = sing +cosy.
(i) Etudier et tracer la courbe d’équation polagéd) = —azccojg :

Exercice 5.9 (Spirale logarithmique)— Soit a un nombre réel strictement négatif. La spirale
logarithmique est la courbe paramétrée

y:R—R2 t— (ecod,eMsint).

(i) Tracer cette courbe.

(ii) Calculer I'abscisse curviligne dg et démontrer que la longueur d’arc entre @ etune
limite finie quand — —co.

(iii) Donner une équation polaire de cette courbe.

(iv) Démontrer que I'angle entre la tangentg au pointy(t) et la droite(Oy(t)) est constant,
puis déterminer toutes les courbes paramétrées ayanpeepeéte.

Exercice 5.10 (Enveloppes)— L enveloppel’une famille de droite du plan est une courbe dont
cette famille est 'ensemble des tangentes.

Considérons une familléD; }icr de droites du plan d’équatiomst)X + b(t)Y +c(t) = 0, ou
a,b etc sont des fonctions de classeS<TirR.

(i) Si une courbe paramétrég :t — (X(t),y(t))) est une enveloppe de la famil{®; }icr,
démontrer que les fonctionxsety sont solution du systeme

{a(t)x(t)—l—b(t)y(t)—l—c(t) =0
at)xt)+bt)yt)+ct) = 0

En déduire I'existence d’une enveloppe sur tout intenalielequel la fonctiombl — a'b ne
s’annule pas.

(ii) On considére un segment de longueur L dont les extréngiiésent le long des c6tés d'un
angle droit. Déterminer la frontiere de la zone balayée @paefjment.

Exercice 5.11 (Coordonnées polaires 3} On travaille dans un plan euclidien P orienté muni
d’'un repére orthonormé diref®,i,j).
(i) Démontrer que tout cercle de P passant par O admet undi@yymlaire de la forme
p(3)=acosd + fsind.
(i) Déterminer les cercles passant par O et tangents a lebeatiéquation polairgp? =
a?cos 2 (lemniscat® Quel est le lieu de leurs centres ?






