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5. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 1

Corrigé partiel

Exercice 5.4 : équation cartésienne du support d'une coptbee paramétrée plane. Exercice 5.8 : étude
d’'une courbe définie par une équation polaire relativemeanhpliquée. Exercice 5.9 : détermination de
toutes les courbes paramétrées pour lesquelles I'angie ¢éantdroite (OM) et la tangente au poirtl est
constant Exercice 5.11 : équations polaires des cercles

Exercice 5.4— SymétriesOn constate que(—t) = —x(t) ety(—t) = —y(t), ce qui signifie que les points
y(t) ety(—t) sont symétriques par rapport a I'af@x). Observer que I'abscisse est toujours du signa.de
Etude des fonctions coordonné¥’s la symétrie décelée précédemment, il suffit d’étudieolarbe lorsque
t varie entre 0 ett». Il n'y a pas de difficulté : I'abscisse et I'ordonnée croisssi a > 0, décroissent si
a<o.

La courbe est réguliére pour toute valeurtddistincte de 0, i.e.y/(t) # 0 sit # 0. L'étude locale en
t = 0 découle du développement limité

y(t) = <8>+<g>t2+<g>t3+o(t3)

au voisinage de 0 : la tangente gi0) est I'axe(OXx) et ce point est un point de rebroussement de premiére
espece.
Asymptotela droite d’équationc = a est une asymptote car limx = a et lim ..y = sgn(a)co.
Pour le tracé de la courbe, voir la figure 1.
Equation de la courbel’énoncé demande de déterminer un polynéme de degré 3 en\deiables
F € R[X,Y] tel que I'image dey soit 'ensemble
%k = {(xy) € R? | F(x,y) =0},
Pour ce faire, il suffit dliminerle paramétre a partir des deux équationé) = %‘; ety(t) = %fz
On observe que I'on §(t) = tx(t) pour toutt € R. Sit # 0, alorsx(t) # 0 ett = y(t)/x(t) ; par substi-
tution dans la formule donnar(t), on obtient I'identité
(t) = ay(y)?/x®)? _  ay(t)?
L+y(t)?/x(t)>  x(t)>+y(t)?

et donc Kx(t),y(t)) =0 avec
F(X,Y) =X(X2+Y?) —ay2
Le pointy(0) = (0,0) appartient également de maniére évidertgaoncy(R) C %r.
Réciproquement, €i,y) est un point déR? tel quex(x? +y?) — ay’ = 0, alors
— soitx =0, auquel cay = 0 et donc(x,y) = (0,0) = y(0);
— soitx # 0, auquel cas l'identité&(x? 4+ y?) — ay? = 0 implique
(& aly/x? ( Ay°
X4y 14 (y/%)? 1+(y/9%

ou encoreXx,y) = y(y/X).
On obtient ainsi I'inclusion réciproquér C y(RR), et donc finalemeng(R) = 4.

et y=(y/x



Exercice 5.8— Etude de la courbe d’équation polaje= sin(3) +cog3/2).
SymétriesOn a évidemmenp (3§ + 4m) = p(J), donc on obtient tous les points en restreigndra un
intervalle de longueur#.

On a vérifie immeédiatement l'identit@(2rr— 9) = —p(9). Les vecteurs-uz;_9 = —U_g etuy étant
symétriques par rapport a I'axe deslonnéescelui-ci est un axe de symétrie de la courbe ; d’autre part,
I'applicationd — 2m— 39 est la symétrie de centre Cela suggére de choisir premier intervalle de milieu
1T, soit [—71, 371, puis de se restreindre[a 17, 7] ; une fois connu la courbe sur ce dernier intervalle, on
I'obtiendra sur{— 1,371 et donc suiR en appliquant la réflexion par rapport a I'axe des ordonnées.

Etude de la fonctiorp. Un calcul immédiat fournip’(3) = P(sin(8 /2), ou P est le polyndme-2X? —
$X + 1. Ecrivant

e ) B2 ) (x57),

on obtient

p'(8) =0«=sin(8/2) = e

etily a par conséquent deux zérosalelans l'intervalle[— T, 11, notésd; etd, avecd; < J,; en utilisant

I'approximation\/33~ 5,745, on obtient plus précisément les encadrements
3 2n m m
—— < Hh<——<0< - <Th< =
2 <v1 < 3 < UK 3 < < 5
En écrivanip($) = 2cog 8 /2)(sin(d/2) +1/2), on obtient que les zéros gesur [— 71, 11 sont—11, — §
ett. En particulier, le premier vecteur déritd ) = p’(3)us + p(8)ug /2 N'est jamais nul ; les valeurs
remarquables sont

1 33
8

1 3
t=1) = —Un, t(=71/3) = SU_m3, U(d1) = P(I1)Usy 1 /2,

3
t(O) = U0+U7-[/2, t(192) = p(192)U52+n/2 et t(ﬂ) = —Eun_

Tracé de la courbeNous avons suffisamment d'informations pour décrireutalde la courbe.

— Lafonctionp est négative sUr-1, 91] et|p| croit sur cet intervalle. Commeuy = Uy retf <9 <
3, l'arc obtenu est contenu dans le quart de plan supériewetteur tangent a l'origine et—1) =
$Uo; le vecteur tangent a l'autre extrémité($4) estt(d1) = 1P(81) U914 resm2 = [P(D1)|Us, 43m/2-
Voir la figure 2 pour le tracé de cet arc.

— La fonctionp est négative sud1, —11/3] et |p| décroit sur cet intervalle. On obtient un arc reliant le
point M(9) a l'origine dont le vecteur tangent en O &5t 11/3) = %u,n/g. Voir la figure 2 pour le
tracé de cet arc.

— La fonctionp est positive et croissante sl 11/3,9,]. Commert/3 < 9, < 11/2, on obtient un arc
issu de O, avec vecteur tangeft-17/3) = %U—n/& et aboutissant au point (M;) du quart de plan
supérieur droit, avec vecteur tangef#,) = p(82)ug, /2. Cetarc est contenu dans le quart de plan
inférieur droit pourd € [—11/3,0], dans le quart de plan supérieur droit pdue [0, 3,]. Voir la figure
4 pour le tracé de cet arc.

— La fonctionp est positive et décroissante gi¥, 77. On obtient un arc issu de (M;) avec vecteur
tangentt(J2) = p(92)us,, /2 €t aboutissant a I'origine avec vecteur tanggémnt = %uo. Cet arc est
contenu dans le quart de plan supérieur droit gbut 717/2 et dans le quart de plan supérieur gauche
pour11/2 < § < 1. Voir la figure 5 pour le tracé de cet arc.

Une fois connue la courbe powr € [, 11 (cf. figure 6), il reste & appliquer la réflexion d’at@y)

(cf. figure 7).



Exercice 5.9— Etude de laspirale logarithmique définie par le paramétrage® cog't),e* sin(t)) avec
ac Ro.

(i) Vu l'identité y(t + m) = —e®y(t), le pointy(t + 1) est 'image du point/(t) par 'homothétieh de
centre O et de rapporte?™ (de valeur absolue®™ < 1). Par suite, il suffit d’étudier la courbe pdut [0, 17]
puis d’appliquer les homothétiés' avecm € Z pour obtenir tous les points ; plus précisément, si 'on pose
C=y([0,m]), alors

y([-Nm,(N+1)mj)= [ J h™(C
|m|<N

pour tout entier Ne N.

L'étude des deux fonctions coordonnées ne pose pas de pr@blgosant; = Arctan(—1/a) € [0, 11/2)
ett, = Arctan(a) + e [11/2, 1],

— l'abscisse décroit de 1682 cogty) sur[0,t;] puis croit des® cogty) ae* sur|ty, 11 ;

— l'ordonnée croit de 0 & sin(t;) sur[0,t;] puis décroit d&? sin(ty) sur|ty, 7.

En outre,y (t) # O pour toutt et

+1 t 0 n
V(0) = < ?)’ Vity) = ( (()a /a) cogto) >, V() = < (11 2)costty) > et y(m = -y (0)
Un calcul immédiat fournit
X'(t) = e*[(a® — 1) cogt) — 2asin(t)] = €®(a® + 1) cogt + )
et
y'(t) = €*[(a® — 1) sin(t) + 2acogt)] = € (a® + 1) sin(t + a)

avec cosa) = %7 letsina)= a2+ . Le deuxiéme vecteur dérivé est donc toujours non nul, ceiguaifie
que la courbe ne possede aucun point d'inflexion et, par qoesé, qu’elle se trouve toujours du méme
c6té de sa tangente.

Toutes ces informations permettent de tracer la courbe jesfigures 8 et 9.

(i) Etant donnép € R, I'abscisse curviligne d’origing(to) est I'injection croissante de dansR définie
par

va? —i—l[ _ o],

t t

st = [ IV ()du= V1| o=
to

(e —1). La longueur de la spiralg([0,+oo[) est donc égale a

Prenantty = 0, on obtients(t) =

lim os= VTa‘* 1/1+az

(iii) Une équation polaire de la courbe considérée ici egtemmentp = €29 .

(iv) Il est commode ici d'utiliser des coordonnées polaires droite (Oy(9)) est dirigée par le vec-
teur uy tandis que la tangente a la courbe au pgifft) est dirigée par le vecteufd) = p’(9)us +
P(3)us 1 q/2. Langle orienté entre ces deux droites est constant suésent si I'angle orienté entre les
vecteursuy ett(d) est constant modulo I'angle plat. Cette derniére condiéquivaut a la conjonction
des deux conditions suivantes :

a
Vvaz+1l

la valeur absolue de c@sm)) est constante
cos(ug,t(3)) et sin(ug,t(d)) sonttoujoursde méme signe otwujoursde signes opposes

Utilisant le fait que le reperéus,us  n/») est orthonorme et direct,

t(3) >: p'(9) __ a
[t(2)]| VP@E)2Z+p (8?2 VaZ+1

waﬁiénz(w

et

—

sin(ul‘;,t(&)):<u8+n/2 t(9) p® 1

||t(5)||> T /p@)2rp(E2 Jaiil




Ces formules montrent que l'angle orienté entre le vectaiitaine usg — dirigeant la demi-droite
[Oy(J)) — et le vecteur tangent au poiptd) est constant; il en est dormcfortiori de méme de 'angle
orienté entre la droitéOy(J)) et la tangent au point(3).

Déterminons maintenant toutes les courbes paramétréesu@® laypropriété ci-dessus, a savoir que
'angle orienté entre la droit€OM) et la tangente au point M ne dépende pas du poirt ®1 Pour que
cela ait un sens, on suppose gu’une telle courbe ne passarmawigine O

Cherchons un paramétrage polaire de C sous la forri@)M- O+ p(9)us, ou p est une fonction
dérivable suiR ne s’annulant pas, donc de signe constant.

Notantt(d) = p'(3)us + p(F)uy /2 le vecteur tangent au point (M), le raisonnement précédent
conduit aux formules

— "(9 L 9
cos(uy 1(9)) = ——2 ) et sin(Ug t(3)) = PB)
p(8)2+p'(9)? p(8)2+p'(9)?

de sorte que I'angle entre la droit®M(J3)) et la tangente au point (#) est constant si et seulement s'il
existe un nombre réeltel que

p'| =c\/p?+p'?
p'/p=0o0up’/p<O0.
Noter que I'on a nécessairement [0, 1[ puisquep # 0. La premiére condition équivauta— c?)(p’)? =

c?p?, soit encore
AN
(5) =
Compte-tenu de la seconde condition, nous pouvons referrfeuprobléme initial sous la forme suivante :

pour gque I'angle entre la droit®M(J)) et la tangente au point (# ) soit constant, il faut et il suffit qu'il
existe un nombre réet tel que

o' =ap.
L'intégration de cette équation différentielle condujp & Ce?® avec Ce R-o. Réciproquement, il est
clair d’'apres ce qui précéde que toute courbe admettantquedién polaire de cette forme satisfait a la
condition angulaire du probleme.

Conclusion Les courbes paramétrées telles, qu’en tout point M, larggitre la droitg OM) et de la
tangente en M soit constant sont les courbes d’équationirp@a= Ce”® aveca € R et Ce R — {0}.
Remarquer que I'on obtient les cercles de centre O en caasit = 0 et C> 0.

Exercice 5.11— (i) Considérons tout d’'abord le cerclgy €entré au point &= O+i de I'axe O+ Ri.
Pour toutd €] — /2, 11/2|, la droite O+ Rug coupe G en deux points distincts, O et un second point
noté M(9) ; on pose par ailleurs Mt/2) = M(11/2) = O. Définissant la fonctiopg sur [11/2, —11/2] par
R —
po(3) =||OM(3F)||, le cercle @ est paramétré par I'application
[—11/2,11/2] — R?, 9 — O+ po(9)us

car tout point de C s’écrit sous la forme(#1) pour un choix convenable d&dans[—r1/2, 11/2].
Il est aisé de déterminer explicitement la fonctmy en vertu du théoréme de I'angle au centre,

M(3) =1-+uys
avec |I=O-+ietdonc
po(9)% = (14 cog(29))? +sin(29)2 = 2+ 2cog29) = 4cog9)2.

Vu sa définition, la fonctiomg est positive et donpy(3) = 2cogF) pour toutd € [—11/2, 11/2]. Comme
coqd + m) =—cog?I) etuy = —Uy,

O+cogd + mMuy = O+ cogd)uy

et I'on n’obtient pas de nouveau point en autorisaitvarier dan® tout entier. Nous avons ainsi démontré
que le cercle gpeut étre défini par I'équation polaipg = 2cog9).



Considérons maintenant un cercle quelconque C passar paint O, de centr@ et de rayon R. Sp

est une mesure de I'angle entre les vectee@, alors C est I'image de ¢par la similitude directsde
rapport R et d’angle de mesuge Cette similitude s’exprime trés aisément sous la forme

S(O+puy) = O+ Rpuy 4,

donc
C=95(Co) = {O+Rpo(F)ugy; d €R}
{O+2Rcogd)ug.y ; 3 € R}
= {O+2Rco39 —¢)us ; I € R}
et

p =2Rcogd — @) = 2Rcogp)coq )+ 2Rsin¢)sin(F)
est une équation polaire de C.

Réciproquement, toute équation polaire de la fopne a cog ) + Bsin(d) définit un cercle passant
par O. Il suffit en effet pour le voir d'écrirp sous la forme

p=/a?+BZcosd — ¢),

ou ¢ est un nombre réel tel que dgs = ﬁ et sing) = Va%W' Ce cercle se déduit deg@ar la

similitude de centre O, de rappa}t\/a2+b2 et d’'angle de mesurg¢ ; son centre est I'image du point |,

donc a pour coordonnées
1 .
3V B (cos0).sin(0) = (5.5 ).

(i) Il convient de commencons par une bréve étude de la eoddiinie par I'équation polairp? =
a’cog29), olia est un nombre réel non nul. Quitte & appliquer une homotdétigentre O, on peut sans
probléme supposer = 1.

L'étude de cette courbe est aisée, bornons-nous a en imdéggymétries. En vertu des identigs? +
m? = p(—9)? = p(3)?, chaque valeur dé telle que co&d) > 0 donne naissance a quatre points : outre
M(3) =0+ p(9)uyg = O —p(d)us+m On dispose des points

— O+ p(8)us 4 n, le symétriqgue de N9 ) par rapport & I'origine ;

— O+ p(8)u_g, le symétrique de NiF) par rapport a 'axg¢Ox) ;

— O—p(8)u_g, symétrique de NiJ) par rapport a I'axg¢Oy).

Par suite, il suffit d’étudier I'arc défini par les conditions

9 € [0, 11/4]

p =+/co923)
puis de lui appliquer successivement la symétrie par ragpaxe des abscisses et par rapport a I'axe des
ordonnées ; la courbe ainsi obtenue est la réunion des danghes

9 € [—m/4, /4] ot 9 € [—m/4, /4

p =+/cog23) p=—y/co923)
Toute autre valeur dé € R tel que co§23) > 0 donne naissance a des points appartenant déja a cette
courbe.

Pour le tracé, voir la figure 10.

a) Intéressons-nous maintenant aux cercles passant paafigent a la lemniscat&’ en un point M.
VU les symétries décelées précédemment, il suffit de seciredte a I'arc.Z " défini par les conditions
g €0, /4] etp > 0.

Si M = M(mr/4) = O, ces cercles ne sont autres que ceux passant par O et taagante des deux

diagonales G-R(i+j); il y en a une infinité, leur centre pouvant étre n'importe lquent de ces deux
droites.

Etant donnédg €] — 11/4, 11/4], il existe ununiquecercle C passant par O et tanger’aau point M.
En effet :



— vu (i), il revient au méme de dire que le cercle C passe par O ou gliiehune équation polaire de
la formep = acogd) + Bsin(d) avec(a,B) € R?2—{(0,0)} ;
— le vecteur tangent & ce cercle au pointdy) est (—asin(do) + BcogJo))us, + (acogdo) +

Bsin(80))Ugy+ry2;
— le vecteur tangent & au point MJo) estp’(Jo)ug, + P (F0)Usqy s m/2-

Comme les deux vecteurs tangents ontmi@mecomposante selony,, /2, ils sont colinéaires si et
seulement s'ils sont égaux et nous sommes ainsi ramenéstéelanihation de tous les couplés, 8) €
R? —{(0,0)} tels que

{ acogdo) +Bsin(S) = p(So)
—asin(do) +Bcogd) = p'(Jo).
Le déterminant de ce systéme étant égal a 1, il existe un emiquple solution dan?; on a en outre
(a.B) # (0,0) carp(9o) #0.

Nous venons d’établir I'existence et I'unicité du cerclesgant par O et tangent a I'a€ " en un point
M distinct de O; on le notera & Par symétrie, cette assertion est vraie en tout point M tentaiscate
distinct de O.

b) Il reste a déterminer le lieé des centres des cercles passant par O et tangents a la lara@awn
point M. On se restreint de nouveau a I'at¢" : 'ensemble& se déduit de

&t = {centres des cercles passant par O et tangefts h

en appliquant successivement les réflexions d’&eg et (Oy).

L'ensemble&™ contient la réunionzz des centres des cercles passant par O et tange#ts an ce
point. Nous avons déja vu qué est la réunion des deux diagonales-® (i + ).

Etant donné® €] — r1/4, /4], il découle du point (i) et de ce qui précéde que le centre dulee€y (o)
est le point de coordonnéés (3)/2,8(3)/2), ou
a(®) \ _ ([ cosd) —sin®) \ [ p(8) \_ [ p(9)cog9)—p'(9)sin(9)
B(9) sin(9) cog9) p'(9) ) =\ p(®)sin(9)+p'(9)cog9) )
Un peu d'attention conduit aux identités
a(9)2—B(9)? = (cog9)?—sin(9))p(9)?— (cog9)2 —sin(9)2)p'(9)% — 4p(9)p' () cos(9) sin(9)
= c0929)?—cog23)*tan(29)? + 2sin(29)?
= c0g23)%+sin(29)2
1
'avant derniére étape reposant sur la formybé(2)p(3) = —2sin(23), obtenue en dérivant la relation
p? =cog29). Le centre du cercle ) appartient donc a I'hyperbolg?” d’équationx® —y? = % dans le
repére(O;i,j).
Réciproquement, vérifions que tout pafdde I'arc de cette hyperbole défini par les conditians 0 et
y < 0 appartient & .
— Il existe 3 € [0, 11/4[ tel que I'abscissex de Q soit égale & (9) : en effet, la fonctiona (9) =
p(d)cogd) — p'(F)sin(F) est continuea(0) = p(0) = 1 et limya = —@ lim ;4" = +o0 car
p = —sin28)/p(8) = —\/tan(29),/sin(29) ; lintervalle a([0,71/4[) contient donc l'intervalle
[0,+0o[, et il existe par suité? € [0, 11/4] tel quex = a(3)/2.
— L'ordonnéey de Q vérifie par constructioy? = x2 — 2 = (a(3)/2)2— 7 = (B(8)/2)? ; commey < 0,
il nous reste a établir I'inégalitB () < 0. Cela découle directement de I'identiép = —2sin(29),
B(9)=p(9)sin(9)+p'(9)cos(9) = p(9) cog ) [tan(9) — tan(29)] < 0
puisqued € [0,1/4] etp > 0. On adony = B(J3)/2 etQ est ainsi le centre du cerclg,G).

Au final, il découle de tout ce que I'on vient de dire que I'enbie & est le réunion de I'hyperbole?
et de ses deux asymptotes :

)

E=HU.






