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6. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE (SUITE) & CONIQUES

Sauf mention expresse du contraire, tous les exercicesoamtgadre un plan affine euclidien
I, que I'on supposera orienté si cela est nécessaire.

Exercice 6.1. (Abscisse curviligne}— Soient IC R un intervalle ouvert ey : | — I une courbe
paramétrée de classé.C
(i) Soit ¢ : 1 — R une fonction continlment dérivable dont la dérivée ne sisspas. Soit &
¢ (1). Justifier qu'il existe une unique applicatiarn J— I de classe Etelle quey = A o ¢,
puis relier||y/(t)]] et[|A"( (1))]].
(i) On suppose maintenant que le premier vecteur déyi{t¢ ne s’annule pour aucune I.
On fixetg € | et on considére la fonction

t
01 R, tH/to 1Y/ (W)]|du.

Que peut-on dire du paramétragedéfini en (i) ? Cette fonctiop est appeléabscisse
curviligne

(iii) Soient tp,t; € | distincts. On désigne par(tg,t;) > O la longueur de I'arc de courbe
y([to,t1]) et par dy(to), y(t1)) la longueur du segmenfi(to), y(t1)]. Démontrer que le rapport

L (to,t1)

d(y(to), ¥(t1))

tend vers 1 lorsqu tend verdy.

(iv) Déterminer I'abscisse curviligne de la courbe paragey : R — I définie par I'équation
polaire p = cog &) + 1 dans un repére orthonormé He Quelle est la longueur de cette
courbe ?

Exercice 6.2. (Courbure)— Soit | C R un intervalle ouvert et soit: | — I une courbe para-
métrée de classe’COn suppose que pour tagte |, les deux premiers vecteurs dérivéé) et
y'(to) au pointy(tg) sont linéairement indépendants.

On rappelle que leepére de Frenedu pointy(tp) est le repére orthonornarect (y(to);t(to), N(to) ),
out(to) = ¥ (to)/||Y (to)|| est le vecteur tangent unitaire ; le vectedty), uniquement déterminé
par ces condition, est ecteur normal unitaire

(i) Soittg € | et désignons pas: | — R I'abscisse curviligne d’origing. On pose\ = yos™L.

Démontrer que I'on &(tg) = A’(0) et prouver qu'il existe un nombre rée(ty) tel que

A"(0) = Kk(to)n(to) et n'(to) = —K(to)t(to).

Le scalairek (tg) € R est lacourbure algébriquewu pointy(tp) = A (0); si K(tg) # 0, son
inverse Rtg) = K (tp) ! est lerayon de courbure algébriquen ce point.
(i) Discuter la position de la courbe par rapport a sa tatggan pointy(tp) en fonction du
signe dex (tp).
(iii) Démontrer la formule
/
«(t) = SOV )
Y1

pour toutt € I, le déterminant étant calculé dans une base orthonormée.




(iv) Sile paramétragg est de la formet, f(t)) dans un repére orthonormé directidedé-
montrer que I'on a

f//(t)
(1+ f/(t)2)%/2°
(v) Déterminer le repére de Frenet et la courbure en un pains de cas d'un paramétrage
polairey(d) = O+ p(3)us.
(vi) Calculer la courbure en un pointd’un cercle, d’une oyde et d’'une spirale logarithmique.
(cf. Exercices 5.6 et 5.9).

K(t) =

Exercice 6.3. (Coniques affines}— Soit (O;i,]) un repére cartésien d&, non nécessairement
orthonormé. Etudier les courbes définies par les équatignarges.

(i) X2 —2xy+y?—3x+3=0.

(i) X2 —2xy—y?+4x=0.

(iii) X2 +4xy+ 152 +x—y+1=0.

(iv) X% —3xy+2y? +x—2y=0.

Exercice 6.4. (Définition focale des coniques)- 1. Soient F un point dBl (foyer), A une droite
ne passant pas par #ifectrice) ete un nombre réel strictement positéx{centricitg. On désigne
par%é I'ensemble des points M du plan tels qué/dF) = ed(M, A).

En choisissant un repére orthonormé adéquat, démontre#’qest uneellipsesi e < 1, une
parabolesi e = 1, unehyperbolesie > 1.

2. Soit(O;i,j) un repéere orthonormé de. Pour chacune des courbes suivantes, démontrer
gu’il existe un foyer, une directrice et une excentriciténpettant de la définir. On discutera
I'éventuelle unicité de ces éléments.

() La paraboleZ d’équationx? = 2py.

(i) Lellipse & d’équationg—i + g =lavecb<a

2

(iii) L'hyperbole 7 d’équationg—i — % =1aveca,b>0.

3. (Equation polair¢ On reprend les notations de la question 1 et on considéepkre or-
thonormé(F;i,j) aveci normal aA et dirigeantA; on choisiti de sorte queé\ soit la droite
d’équationx = a aveca > 0.

(i) Démontrer quey” est la courbe d’équation polaipgd) = H%’gsw).

(i) Que se passe-t-il lorsqu’on fait tendesrers 0 ?

(iii) Soit ¥’ une courbe d’équation polaipge= a+Bcos(z91)+vsin(z9) aveca # 0. Démontrer qu'il

s’agit d’'une conique de foyer l'origine.

Exercice 6.5.— On munitl d’'un repére orthonorméO;i,j). Soit P€ R[X] un polyndbme de
degré 3 et soitp = {(x,y) € R? | P(x) = P(y)}.
(i) Exhiber un axe de symétrie ¢&.
(i) Donner une condition nécessaire et suffisante sur lgn@whe P pour qué&p soit une
droite.
(iii) Supposons qué&p ne soit pas une droite. Démontrer qu'aléfs est la réunion d’'une
droite et d’une ellipse, puis calculer I'excentricité déteelerniere.

Exercice 6.6. (Paraboles}— 1. Soit#? une parabole. Démontrer qu& admet un paramétrage
de la forme(t,at?) aveca # 0 dans un repére orthonormé convenable. En déduire I'existe
d’une tangente en tout point d#.



2. SoitZ une parabole de directride En utilisant un repére orthonormé adéquat, démontrer
que la tangente & en un point M est la bissectrice intérieure des demi-drok#s) et [MH),
ou H désigne le projeté orthogonal de M €urEn déduire une construction géométrique de la
tangente &” en un point.

Exercice 6.7. (Ellipses)— 1. (Définition bifocal@. Soient F et Fdeux points distincts et sait
un nombre réel strictement positif tel qua 2 FF. Démontrer que I'ensemblg€ des points M
du plan tels que MR- MF' = 2a est une ellipse de foyers F €t Rue se passe-t-il sex FF ?

2. Réciproquement, & est une ellipse de foyers F €t Bémontrer qu'il existe un nombre réel
a>FF /2 tel que

& ={M €N | MF+MF = 2a}.

3. Soit& une ellipse. Démontrer qu& admet un paramétrage de la forifacogt), bsin(t))
aveca,b > 0 dans un repére orthonormé adéquat, puis en déduire exisid’'une tangented
en tout point.

4. Soit& une ellipse de foyers F et.RQuel que soit le point Mt &, démontrer que la tangente
a& en M est la bissectrice extérieure des demi-drdidB) et [MF'). En déduire la propriété
optique suivante : si un mirok est une portion de la surface obtenue en faisant toufreartour
de I'axe(FF), alorsZ réfléchit tous les rayons passant par F en des rayons passdht p

5. (Construction des tangentes a une ellipse passant par un)dait & une ellipse de foyers
F et F et soit P un point du plan. @ est une droite passant par P et tangenfe @montrer que
le symétrique de F par rapportdappartient au cercle de centre P et de rayon PF, ainsi qu’'au
cercle de centre’Fet de rayon 8, ou a est le nombre réel strictement positif tel géie= {M €
M | MF+MF = 2a}. En déduire le nombre de tangente$ passant par P, ainsi qu’une méthode
de construction.

Exercice 6.8. (Hyperboles)— 1. (Définition bifocal®. Soient F et Fdeux points distincts et soit
a un nombre réel strictement positif tel que’ EF2a. Démontrer que I'ensemblé?” des points
M du plan tels qudMF — MF’| = 2a est une hyperbole de foyers F €t Rue se passe-t-il si
FF <2a?

2. Réciproquement, si#” est une hyperbole de foyers F ét@#montrer gu’il existe un nombre
réel strictement positd < FF /2 tel que

A ={M €N | [MF— MF/| = 2a}.

3. Soit.77 une hyperbole. Démontrer qu& admet un paramétrage de la for(aeh(t), bsht))
aveca,b > 0 dans un repéere orthonormé adéquat, puis en déduire existd’'une tangente &’
en tout point.

4. Soit.## une hyperbole de foyers F et. RQuel que soit le point Mt 27, démontrer que la
tangente &7 en M est la bissectrice intérieure des demi-drojtE) et [MF'). En déduire la
propriété optique suivante : si un mir@rest une portion de la surface obtenue en faisant tourner
2 autour de I'axe(FF), alorsZ réfléchit tous les rayons passant par F en des rayons passant
(virtuellement) par £

5. (Construction des tangentes a une hyperbole passant par imh) Boit .72 une hyperbole
de foyers F et et soit P un point du plan. @i est une droite passant par P et tangent&' a
démontrer que le symétrique de F par rappdxtagppartient au cercle de centre P et de rayon PF,
ainsi gu’au cercle de centré &t de rayon 8, oua est le nombre réel strictement positif tel que
& ={M €1 | [MF—MF| = 2a}. En déduire le nombre de tangentesfapassant par P, ainsi
gu’une méthode de construction.






