Université Lyon 1 — 2014-2015
Master 1 — Groupes classiques et géométrie

Fiche 1 — Autour du théoreme du rang

Préambule — On fixe un corps commutatif K. Soit p € N — {0}. On désigne par I, la matrice identité

d’ordre p et par EZ(-? la matrice p x p dont le coefficient d’indice (7, j) vaut 1 et les autres 0. Etant donné
une permutation o € &, on désigne par W, la matrice (dans la base canonique) de 'application linéaire
K? — KP” définie par e; — e, ;). On considere par ailleurs les matrices p x p suivantes (D pour dilatation
et T pour transvection) :
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Exercice 1 (Mise en route) —
1. Pour toute permutation o € &, expliciter la matrice W.
2. Démontrer que I'application
6, - GL,(K), o— W,
est un homomorphisme de groupes.

3. En déduire la variante suivante du théoreme de Cayley : tout groupe fini est isomorphe a un sous-
groupe de GL,(K), avec p convenable.

Exercice 2 (Opérations élémentaires) — Soit A une matrice de taille m x n & coefficients dans K. On
désigne par L; (resp. C;) la i-eme ligne (resp. la j-éme colonne) de A. En calculant le produit DETZ)A,
vérifier qu’il s’agit de la matrice obtenue en remplacant L; par al;, ce que I'on notera : L; < a L;. Ceci
donne la premiere colonne du tableau suivant, que l'on vérifiera :
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Question subsidiaire : pour toute permutation o € &,,, décrire les matrices W, A et AW,,.

Exercice 3 (Preuve effective du théoreme du rang : 'algorithme de Gauss) — Soit A une matrice dans
M,,, »(K). Rappelons que le rang de A est par définition la dimension du sous-espace de K™ engendré
par ses colonnes.

1. Vérifier que le rang de la matrice A est le rang de 'application linéaire ¢4 : K" — K" X — AX.
2. Prouver que le rang d’une matrice est invariant par les opérations élémentaires de I’exercice précédent.

3. En utilisant ’algorithme de Gauss, démontrer que toute matrice m x n est équivalente a une matrice
de la forme

Imm;T:(I(; 8)7 ou r€{0,...,min {m,n}}.



4. Démontrer que Pentier r dans la question précédente est le rang de A. En déduire le théoreme du
rang : dim ker A +rg A = n.

5. Démontrer que les rangs d’une matrice et de sa transposée sont égaux.

Exercice 4 (Calculs dans SLy) — 1. Exprimer la matrice ( (11 (1) ) a l'aide des matrices < (1) i )

et ( i (_i) ) (et de leurs inverses).

2. Soit di,ds € K*. Démontrer que les matrices

dp 0 ot 1 0

0 ds 0 didy
se déduisent I'une de lautre par multiplication par des transvections (il pourra étre utile d’utiliser
le résultat de la question précédente).

Exercice 5 (Générateurs du groupe linéaire) — Soit X le sous-ensemble de GL,,(K) formé des dilatations
et des transvections. Soit ) le sous-ensemble de GL,(K) obtenu en adjoignant les matrices de permutation
a kX,
1. Soit A € GL,(K). En appliquant l'algorithme de Gauss, démontrer qu'il existe des matrices P et
Q qui sont des produits d’éléments de Y et telles que PAQ = L,,.
2. En déduire que le groupe GL,(K) est engendré par Y.

3. En utilisant la question de l’exercice 4 et en adaptant convenablement ’algorithme de Gauss,
démontrer qu’il existe des matrices P et Q, produits d’éléments de X, telles que PAQ = I,,.

4. En déduire que le groupe GL,(K) est engendré par X.

Exercice 6 (Générateurs du groupe spécial linéaire) — Soit T = {TZ(-Z);ﬁ |1 <i#j<p BeK}
I’ensemble des transvections du préambule.

1. Soit A € GL,(K). En appliquant I'algorithme de Gauss sans les dilatations, démontrer qu'il existe
des matrices P et QQ produits d’éléments de T telles que
PAQ = diag(ds,...,dp)

(utiliser la question 1 de l'exercice 4 pour éliminer les matrices de permutations).

2. En utilisant la question 2 de 'exercice 4, en déduire qu’il existe des matrices P’ et Q' produits
d’éléments de T telles que P’AQ’ = diag(1,...,1,det(A)).

3. En déduire que le groupe spécial linéaire SL,(K) est engendré par 7.

Exercice 7 (Connexité) — Dans cet exercice, le corps K sera R ou C et 'on considére la toplogie usuelle
sur les groupes GL,(K) et SL,(K).

1. Pour A = Dz(fjo)t ou A = Tgf});ﬂ, définir une application continue v : [0,1] — GL,(C) telle que
7(0) = 1 et (1) = A.

2. En utilisant les résultats des exercices 5 et 6, en déduire une démonstration de la connexité des
groupes topologiques GL,(C), SL,(C) et SL,(R).

3. Démontrer que GL,(R) n’est pas connexe, mais que le sous-groupe
GL,(R)* = {A € GL,(K) | det(A) > 0}

Pest (utiliser la question 2 de l'exercice 6).



