Exercice 5.8 Soit K un groupe cyclique, soit H un groupe arbitraire et soient ¢,, ¢, deux morphismes
K — Aut(H). Si K est infini, supposons en plus que ¢, et ¢, sont injectifs. Supposons que ¢; (K) et ¢ (K)
sont conjugués dans Aut(H) : i.e., il existe o € Aut(H) tel que ¢ (K)o~ = $2(K).
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Montrer qu'il existe a € Z tel que o1 (k)o~! = ¢ (k) pour tout k € K.

Solution. Soit x un générateur de K. Alors b, (x) est un générateur de 2 (K) = a¢p; (K Yo~ ! et comme
U(/)l(x)(f*l € U(bl(K)U’l, il existe a € Z tel que G(pl(x)a’l = (p2(x)?. Maintenant si k € K, k = x? est
arbitraire, on a

o1 ("o = (010 = (P2(0)DP = o (xM) . O

Montrer que I'application ¥: H Xy, K — H X, K définie par
w((h, k) = (o(h), k)
est un morphisme.

Solution. Pourtout hy,hr € H, k1, ko e Kona:

w((hy, k1) (ha, k2)) = w((hypr (k) (he), k1 k2))
= (o (h1¢1 (k1) (ho)), (k1k2)®)
= (o (h)a (1 (k1) (h2)), (k1 k2))
= (0 (h) 2 (k) (0 (h2)), (k1k2)®)
= (o), k(0 (h2), k5) = w((hy, kD)w ((he, ko). O

En construisant un inverse montrer que ¥ est bijectif et conclure que les groupes H Xy, K et H x4, K
sont isomorphes.

Solution. D’abord supposons que K est fini, d’ordre n. On va montrer que dans (a) on peut choisir
a de maniere que de plus, pged(a, n) = 1. Soit m = |¢; (K)| et notons que m|n. Notre but est de trou-
ver a’ € Z tel que a' = a mod m et pged(a’, n) = 1. Soient py,..., pi les nombres premiers qui di-
visent n mais pas m. Par le théoréme chinois, les congruences a'=a mod m,a’=1 mod p;--- pi
admettent une solution et celle-ci convient. Posons donc a = a’. Maintenant soit b € Z tel que
ab=1 mod n. Alors k*’ = k pour tout k € K.

Définissons I'application y': H x4, K — H x4, K par

V' (h, k) = (0~ (), kD).

Un calcul direct montre que ¢’ est un inverse de y et 1 est donc bijectif.
Supposons maintenant que ¢; est injectif. Largument de (a) nous donne qu'il existe b € Z qui sa-
tisfait
<p1(kb) = O‘_I(Pg(k)()' pour tout k € K.
En composant cette identité avec celle pour a, on obtient que ¢, (k%?) = ¢, (k) pour tout k € K.

Linjectivité de ¢; implique que k*’ = k pour tout k et on peut conclure en définissant ' comme
avant. O



