M1 — Anneaux, corps et représentations 2026-2027

VIII. — SUR LES CORPS DE DECOMPOSITION

Exercice 1 a) Soit f un polynoéme de degré n sur un corps K. On note

T1,...,T,, ses racines (avec multiplicités) dans une extension L de K.
Montrer que
[K(x1,...,2,) : K] <nl.

Montrer que
[K(x1,....,x,) : K]|n!
par récurrence surn = 1.
Déterminer le corps de décomposition de X? — 2 sur Q.

Soit o une racine de X? — 3X + 1. Montrer que a? — 2 est aussi racine.
En déduire le degré du corps de décomposition de X? — 3X + 1 sur Q.

Soit o une racine de P = X% — 10X?2 + 1. Montrer que les racines de P
sont +a, +a~! et en déduire le degré du corps de décomposition sur @.

Déterminer le corps de décomposition de X* + X3 + X2 + X + 1 sur Q.

Déterminer le corps de décomposition de X* — 2 sur @) et ses degrés sur
Q et sur Q(v/2).

Soient x1, Ts, T3, T4 les racines de P = X* — X — 1.

On pose

t1 = (v1+ 22) (T3 + x4), to = (X1 + x3) (T2 + 14), t3 = (x1 + 24) (2 + 73) .
Vérifier que
(X —t)(X —t)(X —t3) = X2 +4X +1

(Indication. x1 +x2 +x3 + x4 = 0= t1 = —(x1 +x2)2, t2 = — (21 +23)%, t3 = —(z1 +24)? ...) et
en déduire que [Q(x1, T2, x3,24) : Q] = 12. Indication. Montrer d’abord

que [Q(t1,ta,t3) : Q] = 6.

Vérifier que
A= (21 — 22) (21 — 23) (21 — 24) (22 — 73) (T2 — 24) (T3 — 24))° = —283,

montrer que X* — X — 1 est irréductible sur @ (v/—283) et en déduire
que

[Q(ﬂ:l,xg,l’g,le) : Q] =24 .
(Indication. A = P'(x1)P'(x2)P'(x3) P (x4). De plus, comme (z1 + 2)% = —t; est de degré 3 sur

Q, z1+x2 ¢ Q(v/—283) <= t1 ¢ Q(v/—283), extension de degré 2. En particulier (X —x1)(X —z2) ¢
Q(+v/—283)[X], de méme pour les autres facteurs unitaires de degré 2 de X* — X —1 ...)
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