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X.— Représentations des groupes abéliens finis

Exercice.
a) Soit V un C´espace vectoriel de dimension finie. Soit pfiqi une famille d’en-

domorphismes C´linéaires diagonalisables de V qui commutent deux à deux.
Montrer qu’il existe une base diagonalisation commune à tous les fi.

b) Soit G un groupe abélien fini. Montrer qu’une représentation irréductible
ρ : G Ñ GLpV q est de degré 1 (c-à-d dimV “ 1).

c) Soit G un groupe abélien fini. On note pG l’ensemble des morphismes de
groupes χ : G Ñ Cˆ.
Posons V “ CG. Pour tout g P G, notons l’opérateur linéaire :

Tg : V Ñ V, f ÞÑ Tgpfq : x ÞÑ fpxgq .

Pour tout χ P pG, soit Vχ “ tv P V : @ g P G, Tgpfq “ χpgqfu.
En utilisant la première question, montrer que V “ ‘χP pGVχ.

d) Montrer que Vχ “ Cχ et en déduire que |G| “ | pG|.

e) On définit une structure de groupe pour pG avec la loi :

@ g P G, @ χ1, χ2 P pG, χ1.χ2 : g ÞÑ χ1pgqχ2pgq .

Vérifier que pG est un groupe abélien fini.

f) Montrer que G Ñ
p

pG, g ÞÑ pg : χ ÞÑ χpgq est un isomorphisme pour tout
groupe G abélien fini.

g) On pose pour f1, f2 P V “ CG,

xf1, f2y “
1

|G|

ÿ

gPG

f1pgqf2pgqq .

Vérifier que l’on obtient un produit scalaire hermitien pour V et que les
χ P pG forment une base orthonormée de V .

h) En déduire :

@ g, h P G,
1

|G|

ÿ

χP pG

χpgqχphq “

$

&

%

1 si g “ h

0 sinon.

i) Déterminer pG lorsque G “ Z{nZ.

j) En déduire que G » pG pour tout groupe abélien fini †.

k) On note n “ |G| “ | pG|. On numérote les éléments de G : g1, ..., gn et χ1, ..., χn

les éléments de pG. Montrer que |detpχipgjqq1ďi,jďn|2 “ nn.
l) En déduire que det2pχipgjqq1ďi,jďn “ ˘nn. Indication : detpχipgjqq1ďi,jďn “

˘detpχipgjqq1ďi,jďn.

†. On admettra que tout groupe abélien fini est isomorphe à un produit de groupes cy-
cliques.
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m) Soit G un groupe abélien fini. Pour tout g P G, on choisit une variable Xg.
Démontrer la formule

detpXgh´1qg,hPG “
ź

χP pG

p
ÿ

gPG

χpgqXgq .

Indication. Raisonner dans le C´espace vectoriel CG “ ‘gPGCg. Vérifier
que les

ř

gPG χpgqg, χ P pG forment une base de CG et déterminer pour toute
famille pagqgPG P CG les matrices de l’application linéaire CG Ñ CG, x ÞÑ
ř

gPG agg.x dans les bases g, g P G et
ř

gPG χpgqg, χ P pG.
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