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XI — Représentations du groupe symétrique S3

Exercice.
Soit G “ S3. On note σ “ p1, 2, 3q, τ “ p1, 2q P G.

a) Représentation standard du groupe symétrique. Pour tout g P S3 et tous
x1, x2, x3 P C, on pose

Rpgq

ˆx1
x2
x3

˙

“

˜

xg´1p1q

xg´1p2q

xg´1p3q

¸

.

Montrer que l’on obtient ainsi une représentation de S3.

Soient e1 “

˜

1
´1
0

¸

, e2 “

˜

0
´1
1

¸

. Vérifier que W “ Ce1 ‘ Ce2 est stable

par R et que la représentation induite

r : S3 Ñ GLpW q

est irréductible. Déterminer les matrices de rpσq et rpτq dans la base pe1, e2q.

b) Le groupe du triangle. Soient Aq “

ˆ

cos 2qπ
3

sin 2qπ
3

˙

, q “ 1, 2, 3 et T “ tA1, A2, A3u.

Figure 1 – le triangle T

On note GT “ tg P O2pRq : gpT q “ T u. Déterminer GT .
Pour tout g P GT , soit σg P S3 tel que :

@ i “ 1, 2, 3, gpAiq “ Aσgpiq .

Vérifier que Σ : GT Ñ S3, g ÞÑ σg est un isomorphisme de groupes. On
obtient ainsi une représentation ρ “ Σ´1 : S3 Ñ GT ď GL2pCq.
Déterminer ρpσq et ρpτq. Vérifier que ρ est irréductible.

c) Trouver un isomorphisme de représentations entre r et ρ.

d) Toutes les représentations irréductibles de S3. Soit ℜ : S3 Ñ GLpV q une
représentation irréductible de degré ą 1.
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e) Pour tout λ P C, on notera Vλ l’espace propre de ℜpσq associé à λ, c-à-d Vλ “

tv P V : ℜpσqpvq “ λvu.
Montrer que V “ V1 ‘ Vj ‘ Vj2 où j “ e

2iπ
3 .

f) Montrer que ℜpτqpV1q ď V1, ℜpτqpVjq ď Vj2 , ℜpτqpVj2q ď Vj .
g) En utilisant que V est irréductible, montrer que V1 “ 0 et que Vj ‰ 0.
h) Soit 0 ‰ e1 P Vj . Soit e2 :“ ℜpτqpe1q. Montrer que V “ Ce1‘Ce2 et donner

les matrices de ℜpσq, ℜpτq dans la base e1, e2.
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