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II — Exemples d’anneaux principaux non euclidiens

Exercice 1
Soit A “ Zr1`i

?
43

2
s.

a) Vérifier que A est intègre et en utilisant N “ |¨|2, montrer que A˚ “ t˘1u.
b) Supposons par l’absurde que A est euclidien avec un stathme ν : Azt0u Ñ

N. Soit x P A non inversible avec νpxq minimal. Montrer que A˚ Y t0u Ñ

A{pxq est surjective.
c) Trouver un polynôme P P ZrXs et un isomorphisme d’anneaux ZrXs{pP q »

A.
d) Montrer que les quotients A{p2q et A{p3q sont des corps et déterminer

leurs cardinaux. Indication : utiliser la technique du « double quotient ».
e) En faisant la division euclidienne de 2 par x, montrer que x “ ˘2 ou

x “ ˘3 et aboutir à une contradiction.
f) Soit z P C. Montrer que

D a P A, Npz ´ aq ă 1

ou
D a P A, Np2z ´ aq ă 1

ou
D a P A, Np3z ´ aq ă 1.

Indications. Supposons z “ x ` iy avec 0 ď y ď
?
43
4

. Traiter séparément
les cas où 0 ď y ă

?
3
2

, où
?
3
2

ď y ď
?
43
4

´
?
3
4

et où
?
43
4

´
?
3
4

ă y ď
?
43
4

.
g) Montrer que si z R A, il existe p, q P A tels que 0 ă Nppz ´ qq ă 1.
h) Soit I ď A un idéal non nul. Soit 0 ‰ x P I tel que Npxq est minimal.

En utilisant la question précédente, montrer que I “ pxq.

Exercice 2 Un autre exemple

Soit A “ RrX, Y s{pX2 ` Y 2 ` 1q.

a) Montrer que le polynôme X2 `Y 2 ` 1 est irréductible sur R. En déduire
que l’anneau A est intègre.

b) Montrer que A “ Rrys ‘ Rrysx où x “ X mod pX2 ` Y 2 ` 1q, y “

Y mod pX2 ` Y 2 ` 1q.
c) Montrer que l’application N : A Ñ RrY s, apyq`xbpyq ÞÑ apY q´bpY qp1´

Y 2q est bien définie et multiplicative. En déduire que A˚ “ R˚.
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d) Soit 0 ‰ f P A, montrer que dimA{pfq ă 8.
e) Supposons par l’absurde que A est euclidien avec un stathme ν : Azt0u Ñ

N. Soit 0 ‰ f P A irréductible avec νpfq minimal.
Montrer que A˚ Y t0u Ñ A{pfq est surjectif et trouver une contradiction.

f) Soit 0 ‰ I ď A un idéal. On suppose que dimA{I “ 2d est pair. En consi-
dérant 1, Y,X, Y 2, Y X, ..., Y d, Y d´1X trouver un élément f P RrX, Y s tel
que ff P I † et deg ff ď 2d. Montrer que pffq “ I. Indication. En utili-
sant la suite exacte

0 // A{pfq
¨f // A{pffq // A{pfq // 0

montrer que dimA{pfq “ deg ff “ 2 deg f .
g) Soit m ď A un idéal maximal. Soit P tel que m X RrXs “ PRrXs.

Déduire de l’inclusion

R
� � // RrXs{pP q

� � // A{m

que P est de degré pair et en déduire que m est principal.
h) Soit 0 ‰ I ď A un idéal. Justifier l’existence d’un idéal maximal m tel

que I ď m.
i) Soit pI : mq :“ tx P A : xm Ď Iu. Montrer que c’est un idéal et que

m.pI : mq “ I. En déduire que tout idéal est principal.

†. On pose f “ fp´X,Y q.
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