M1 — Anneaux, corps et représentations 2025-2026

II — EXEMPLES D’ANNEAUX PRINCIPAUX NON EUCLIDIENS

Exercice 1
Soit A = Z[ 18],

a)
b)

g)
h)

Vérifier que A est intégre et en utilisant N = |-|2, montrer que A* = {£1}.

Supposons par 'absurde que A est euclidien avec un stathme v : A\{0} —
N. Soit x € A non inversible avec v(x) minimal. Montrer que A* U {0} —
A/(z) est surjective.

Trouver un polynéme P € Z[X] et un isomorphisme d’anneaux Z[ X |/(P) ~
A.

Montrer que les quotients A/(2) et A/(3) sont des corps et déterminer
leurs cardinaux. Indication : utiliser la technique du « double quotient ».

En faisant la division euclidienne de 2 par z, montrer que x = +2 ou
xr = 13 et aboutir & une contradiction.

Soit z € C. Montrer que
Jae A, N(z—a) <1

ou
Jae A, N2z —a) <1

ou
Jdae A, N(3z —a) < 1.

Indications. Supposons z = x + 1y avec 0 < y < @. Traiter séparément
, V3 5 A3 V43 _ /3 s V43 _ /3 V43
lescas ou 0 Sy < %%, ou > Sy < Y2 — 7P et ou Y2 — ¥ <y < Y=

Montrer que si z ¢ A, il existe p,q € A tels que 0 < N(pz — ¢q) < 1.

Soit I < A un idéal non nul. Soit 0 # x € [ tel que N(z) est minimal.
En utilisant la question précédente, montrer que I = (z).

Exercice 2 Un autre exemple

Soit A = R[X,Y]/(X?+Y?+1).
Montrer que le polynéome X2 +Y?2 + 1 est irréductible sur R. En déduire
que I'anneau A est intégre.

Montrer que A = R[y] ®@ Rly]zr ot z = Xmod (X? + Y2+ 1),y =
Y mod (X% + Y2 +1).

Montrer que 'application N : A — R[Y], a(y)+xb(y) — a(Y)—b(Y)(1—
Y?) est bien définie et multiplicative. En déduire que A* = R*.
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Soit 0 # f € A, montrer que dim A/(f) < co.

Supposons par I'absurde que A est euclidien avec un stathme v : A\{0} —
N. Soit 0 # f € A irréductible avec v(f) minimal.

Montrer que A* U {0} — A/(f) est surjectif et trouver une contradiction.

Soit 0 # I < A un idéal. On suppose que dim A/I = 2d est pair. En consi-
dérant 1,Y, X, Y2 VX, ..., Y% Y41 X trouver un élément f € R[X, Y] tel
que ff e Ifflet deg ff < 2d. Montrer que (ff) = I. Indication. En utili-
sant la suite exacte

00— A/(f) —L= A/(fF) —= AJ(F) —=0

montrer que dim A/(f) = deg ff = 2deg f.

Soit m < A un idéal maximal. Soit P tel que m n R[X] = PR[X].
Déduire de l'inclusion

R——R[X]/(P)~—— A/m

que P est de degré pair et en déduire que m est principal.

Soit 0 # I < A un idéal. Justifier I'existence d’un idéal maximal m tel
que I < m.

Soit (I : m) :={x e A : om < I}. Montrer que c’est un idéal et que
m.(I : m) = I. En déduire que tout idéal est principal.

f. On pose f = f(—X,Y).



