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V — Sur les polynômes symétriques

Exercice 1 Discriminant
Soit P “ a0X

n ` ... ` an P CrXs un polynôme de degré n ě 1.
On suppose que P “ a0pX ´ x1q...pX ´ xnq.
On pose

∆P “ a2n´2
0

ź

1ďiăjďn

pxi ´ xjq
2

“ a2n´2
0 p´1q

npn´1q

2

ź

1ďi‰jďn

pxi ´ xjq .

a) Montrer que ∆P P Zra0, ..., ans.
b) Calculer ∆P si P est de degré 2.
c) Si P est de degré 3, montrer que

∆P “ a21a
2
2 ´ 4a0a

3
2 ´ 4a31a3 ´ 27a20a

2
3 ` 18a0a1a2a3 .

Indications. Montrer que ∆ “ aσ6
1 ` bσ4

1σ2 ` cσ3
1σ3 `dσ2

1 `eσ1σ2σ3 `fσ3
2 `gσ2

3 ; puis
en considérant le « degré en x1 » montrer que a “ b “ 0 et trouver d, f . Puis traiter
le cas où σ2 “ 0, etc

d) Montrer que ∆P “ p´1q
npn´1q

2

śn
i“1 P

1pxiq si P est unitaire.
e) Soient P,Q deux polynômes unitaires de racines respectives : x1, ...xm et

y1, ..., yn. Montrer que
n

ź

j“1

P pyjq “ p´1q
mn

m
ź

i“1

Qpxiq

f) Calculer le discriminant de Xn ´ 1.

Exercice 2 Sommes de Newton.
On pose pour tout k : Sk “ Xk

1 ` ... ` Xk
n.

a) Exprimer X3
1 `X3

2 `X3
3 à l’aide des polynômes symétriques élémentaires

σi.
Indication. Remplacer T par ´Xi, i “ 1, 2, 3 dans l’identité

pT ` X1q...pT ` Xnq “ T
n

` σ1T
n´1

` ... ` σn .

b) Montrer que :

@ r ě n, Sr ´ σ1Sr´1 ` ... ` p´1q
r´1σr´1S1 ` p´1q

nσnSr´n “ 0

(où on pose S0 “ n) et que

@ r ă n, Sr ´ σ1Sr´1 ` ... ` p´1q
r´1σr´1S1 ` p´1q

rrσr “ 0 .
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Indication. Commencer par le cas où r “ n puis r ě n. Pour le cas où r ă n,
considérer le polynôme F “ Sr ´ σ1Sr´1 ` ... ` p´1qr´1σr´1S1 ` p´1qrσrr puis
F pX1, ..., Xr, 0, ..., 0q ...

Ce sont les formules de Girard-Newton
c) Formules de Waring.

On pose SpT q “
řn

i“1p´1qiσiT
i P ZrT,X1, ..., Xns.

En calculant logp1 ` Sq, montrer que
ř8

r“1 SrT
r

r
“

8
ÿ

k“1

p´1qk

k
Sk .

d) En déduire que :

Sr

r
“ p´1q

r
ÿ

k1,...,kně0
k1`2k2`...`nkn“r

p´1q
k1`...`kn

pk1 ` ... ` kn ´ 1q!

k1!...kn!
σk1
1 ...σkn

n .

pour tout r ě 1.
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