M1 — Anneaux, corps et représentations 2025-2026

V — SUR LES POLYNOMES SYMETRIQUES

Exercice 1 Discriminant
Soit P = agX™ + ... + a, € C[X] un polynéme de degré n > 1.
On suppose que P = ag(X — z1)...(X — z,).
On pose

_ — n(n=1)
Ap=ad? ] (@-z)?=a?(-1)" 7 ][] (mi—).

1<i<j<n 1<i#j<n

a) Montrer que Ap € Zay, ..., ay).
b) Calculer Ap si P est de degré 2.

c) Si P est de degré 3, montrer que
Ap = aja3 — dapas — 4aias — 27aja3 + 18aparazas .

Indications. Montrer que A = ao® + botoy + codos +do? + eo10903 + foi + go? ; puis
en considérant le « degré en x1 » montrer que a = b = 0 et trouver d, f. Puis traiter

le cas ou o9 = 0, etc
n(n—1)

d) Montrer que Ap = (—=1)" 2z  [[7, P'(z;) si P est unitaire.
e) Soient P, () deux polynomes unitaires de racines respectives : 1, ...z, et
Y1, ---, Yn. Montrer que

ﬁP(y;-) _ <—1>m”f[@<xi>

f) Calculer le discriminant de X™ — 1.

Exercice 2 Sommes de Newton.
On pose pour tout k : S, = XF + ... + X*.

a) Exprimer X3+ X3 + X3 a l'aide des polynomes symétriques élémentaires
g;.

Indication. Remplacer T par —X;, i = 1,2,3 dans l'identité

(T+ X)) T+ Xp) =T +01T" '+ ..t on .
b) Montrer que :
Vr=n,S —01S_1+.+ (1) o181 + (—=1)"0,8,_ = 0
(ou on pose Sy = n) et que

Vr < n, ST — O'lsr_l + ...+ (_1)r—10_r_151 + (—1)r7“0'r =0.
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Indication. Commencer par le cas o r = n puis v = n. Pour le cas ou r < n,
considérer le polynome F = S, — 01S,_1 + ... + (=1)""Lo,_151 + (=1)"0,7 puis
F(X1,..., X, 0,...,0) ...
Ce sont les formules de Girard-Newton

c¢) Formules de Waring.
On pose S(T) = X" (-1)'0,T" € Z|T, X1, ..., X,
En calculant log(1 + .5), montrer que

ZT’ ISTT i

k=1

d) En déduire que :

Sy ., (k1 + ... + b, — 1)!
L D N O Y

k1+2ko+...+nkn=r

pour tout r > 1.



