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VI — Sur le résultant

Exercice.
Soient f “ fpX

p ` ... ` f0, g “ gqX
q ` ... ` g0 P CrXs.

a) On suppose que f “ fppX ´ x1q...pX ´ xpq, g “ gqpX ´ y1q...pX ´ yqq P

CrXs. On pose

Rp,qpf, gq “ f q
pg

p
q

p
ź

i“1

q
ź

j“1

pxi ´ yjq.

Montrer que Rp,qpf, gq P Zrf0, ..., fp, g0, ...gqs.

b) Soit R “ Résp,qpf, gq :“
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. Montrer qu’il existe

A P CrXsăq, B P CrXsăp tels que

Af ` Bg “ R.

Indication. On utilisera la règle de Cramer : si @ 1 ď j ď n,
řn

i“1 aijxi “

yj, alors @ 1 ď k ď n, detA.xk “ detA1 où A “ paijq1ďi,jďn et A1 la ma-
trice obtenue en remplaçant la k´ième ligne de A par la ligne py1, ..., ynq.

c) En déduire que Résp,qpf, gq “ 0 ô f, g ont un facteur commun ou fp “ gq “ 0.

d) Soit F P ArX, Y s où A est un anneau (commutatif unitaire). Montrer
que

F pX,Xq “ 0 dans ArXs ô X ´ Y |F dans ArX, Y s.

e) Montrer que

p
ź

i“1

q
ź

j“1

pXi ´ Yjq “
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dans l’anneau ZrX1, ..., Xp, Y1, ..., Yqs
†.

Indication. Vérifier que pour tous i, j, Xi´Yj divise le ploynôme de droite
...

f) En déduire Résp,qpf, gq “ Rp,qpf, gq.
g) Soient α, β algébriques sur Q annulés par respectivement 0 ‰ f, g P

QrXs. On suppose que deg f “ p, deg g “ q. On note RpXq “ Résp,qpfpY ´

Xq, gpY qq P QrXs. Montrer que R ‰ 0 et que Rpα ` βq “ 0.
Application. Trouver par cette méthode un polynôme rationnel annula-
teur de

?
2 `

?
3.

†. On note @ 1 ď k ď p, σkpXq “
ř

1ďi1ă...ăikďp Xi1 ...Xik , @ 1 ď l ď q, σlpY q “
ř

1ďj1ă...ăjkďp Yj1 ...Yjl .
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