M1 — Anneaux, corps et représentations 2025-2026

a)

VI — SUR LE RESULTANT

Exercice.
Soient f = f,XP + ...+ fo, g = g, X+ ... + g0 € C[X].

On suppose que f = f(X —21)...(X —12,), g = g,(X —v1)...(X —y,) €
C[X]. On pose

p

Ryqo(f,9) fng]_[]_[

i=1j=1
Montrer que R, ,(f,9) € Z[ fo, s fps G0y ---Gq)-
o 9q
o :
Soit R = Rés, (f,g9) == | ¢+ + - . Montrer qu’il existe

fo

90
A e C[X]<,, Be C[X], tels que

Af + Bg = R.

Indication. On utilisera la regle de Cramer : si¥1 < j<mn, Y | a;jx; =
yj, alors V1 < k <n,det Az = det A’ ot A = (aij)1<ij<n €t A" la ma-
trice obtenue en remplacant la k—iéme ligne de A par la ligne (y1, ..., Yn)-

En déduire que Rés, ,(f, g) = 0 < f, g ont un facteur commun ou f, = g, =

Soit F' € A[X,Y] o A est un anneau (commutatif unitaire). Montrer
que

F(X,X)=0dans A[X] <« X —Y|F dans A[X,Y].

Montrer que

1 1
b —01(X) —01(Y)
H H(Xi —-Y;) =
(1o, (X)  (~1)ia,(Y)
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dans 'anneau Z[ X, ..., X, Y1, ..., Yq]m
Indication. Vérifier que pour tous i, j, X;—Y; divise le ploynome de droite

f) En déduire Rés, ,(f,9) = Ry 4(f,9).

g) Soient «, B algébriques sur ) annulés par respectivement 0 # f, g €
Q[X]. On suppose que deg f = p, deg g = q. Onnote R(X) = Rés, ,(f(Y —
X),g(Y)) € Q[X]. Montrer que R # 0 et que R(a + ) = 0.

Application. Trouver par cette méthode un polynéme rationnel annula-

teur de v/2 + /3.

f. Onmote V1 < k < p,o(X) = Xigic cinep XinXin, VI < U < g, 00(Y) =
Yy Y

21<.71<4-'<jk<17

>



