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VII. — ELEMENTS ENTIERS

Exercice 1 Eléments entiers sur un anneau
Soient A € B deux anneaux commutatifs. Les assertions suivantes sont
équivalentes pour un élément b € B.

Il existe N € N, aq,...,an € A tels que b +a1dV 1 + ... +ay = 0.

L’anneau A[b]lﬂest de type fini comme A—module i.e. Im € N, eq, ..., e,, €
B, A[b] = Aey + ... + Aep,.

Il existe A[b] € C < B un sous-anneau qui est de type fini comme
A—module.

a) Montrer (i) = (i) = (4i1).

b)

f)

Si C vérifie (ii3), soit M = (a;;) € Mm(A) telle que
Vlé]ém, bej =Za¢jei .
i=1
Montrer que

¥P(X)e A[X],V1<j<m, Pb)e; = Y, P(M)sje; .
i=1

En déduire (#ii) = (i), a 'aide du théoréme de Cayley-Hamilton.
On dit que b est entier sur A si (i), (), (¢#¢) sont vérifiées.

Montrer que v/2 est entier sur Z mais non \%

Montrer que si by,bs € B sont entiers sur 'anneau A, alors by + bs, b1bo
aussi. En déduire que
Z,

ensemble des éléments de C entiers sur 7, est un sous-anneau de C. Montrer
que Z n Q = 7.

Soit x € C. Vérifier que x est entier sur Z < x est algébrique sur Q) et son
polynéme minimal unitaire sur QQ est & coefficients entiers.

Exercice 2 Entiers des extensions quadratiques

Soit d un entier # 1 sans facteur carré. On note Q(v/d) = {a +bVd : a,be
@Q}. Vérifier que Q(+/d) est un sous-corps de C.

On pose a + bv/d = a — b\/d. Montrer que x — T est un automorphisme de
QWd)etquez =z < zeQ.

On note OQ(\/@ :\[Z n Q(v/d). Montrer que Z[vd] < OQ(\/E) et que si
d = 1mod 4, Z[M34] < 0g a)-

2

Soit © = a + bVd € OQ(\/a). Montrer que T € OQ(\/E) et en déduire que
2a, a®> —b%de Z.

1.

A[b] := {ao + ... + axgb® : KeN, ag,...,ax € A}.

Y
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¢)

£)

En déduire
an:beZ,ae%+Zzbe%+Z.

Indication. Utiliser que d est sans facteur carré.

Montrer que (2a)? — d(2b)? = 0 mod 4 et conclure que :

[Vd]  sid# 1mod4
1

Z
O =
QVa) Al +2‘/E] si d=1mod4

Exercice 3 Indépendance linéaire des racines carrées d’entiers

a)

b)

Montrer que v/3 ¢ Q(v/2) et en déduire [Q(v/2,v/3) : Q]. Montrer que
Q(+V2,v/3) = Q(+v/2 + +/3). En déduire le polynéme minimal de /2 + /3
sur Q.

Généralisation.

Montrer par récurrence sur N > 0 que si aq,...ay sont des entiers > 0 sans
facteur carré, deux & deux premiers entre eux, alors

[Q(@V"?M) : Q] =N .

Indication. On rappelle que si K1 < K3 sont des corps, on note [Ks : K] =
dimg, Ko. De plus, si K1 < Ky < K3 sont des corps, alors

[Kg . Kl] = [K3 . KQ][KQ : Kl]

(c’est la multiplicativité des degrés).

Montrer que les 4/n, n € Nsg, sans facteur carré, sont Q—linéairement
indépendants.

Montrer que si N > 0 et si a1, ...ay sont des entiers > 0 sans facteur carré,
deux & deux premiers entre eux, alors

Qar, - van) = Q/ai + ..+ v/an) -

Indication. Soit K = Q(y/ai, ..., /an). Justifier que pour tout 1 <i < N, il
eziste p; : K — K automorphisme de corps tel que V1 < j < N, pi(\/a;) =
\@j 81 J # i, —y/a; si j =1i. En déduire que le polynome minimal de /a1 +
.. +/an sur Q a au moins 2N racines ...



