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1. Pour un ordinal ¢ on note

Lim(a) = {f < a : B est un ordinal limite}.

Si A est un ensemble bien ordonné, on dénote par ot(A) le type dordre de A, i.e., 'unique ordinal
qui est isomorphe a A.

(a)

(b)

(c)

2. (a)

(b)

Quel est le type d’'ordre de I'ensemble Lim(w?) 2
Solution. On a que Lim(w?*) = {w- n: n < w} et on voit que son type d’ordre est w. O
Quel est le type d’ordre de Lim(w") pour2<n < w?

Solution. Si a est un ordinal limite avec ot(Lim(a)) = w, en utilisant le fait que 1+ = f8
pour tout = w, on a

ot(Lim(a) -w) = ot(Lim(a)) + 1 + ot(Lim(a)) + 1 + --- = ot(Lim(a)) - w.

Donc

ot(Lim(w"™*")) = ot(Lim(0" - w)) = ot(Lim(w"))- w
et on conclut par récurrence que ot(Lim(w")) = w" . Ol
Quel est le plus petit ordinal a > 0 tel que ot(Lim(a)) = a?

Solution. D’'une part, ot(Lim(a)) < a pour tout ordinal a. Par (b),
ot(Lim(w®)) = ot(Lim(w™)) = ™!

pour tout n et donc ot(Lim(w®)) = »®.

D’autre part, si @ < w®, alors il existe n tel que 0" < @ < w"*! et donc ot(Lim(a)) < 0" < a.
On en déduit que l'ordinal recherché est w®. O

Soit A un cardinal infini et soit f: A — A une fonction injective. Montrer que sup(im f) = A.

Solution. Soit a = sup(imf). Alorsim f < @ + 1 et comme f est injective et a est infini, ceci
implique que |a| = |a + 1| = A. D’autre part, @ < A et A est un cardinal, d'ol1 on conclut que
a=A. O

Soient A un cardinal infini, (x;);., unesuite croissante de cardinauxnon nuls etx = sup;_, ;.
Montrer que [[;, k; = k. (Indication : On pourra utiliser une bijection A x A — 1.)

Solution. Linégalité < étant claire, démontrons l'autre. Soit f: A x A — A une bijection. Par
(a), pour tout j < A, sup; f(j, i) = A. Comme la suite (x;); est croissante, on a que pour tout
J» sup; Kg(j ;) = K. Maintenant :

[1x :HKf(i.j) =H(H’<fu,i)) =[x =x" =
l

i<A i,j j j



3. Dans cet exercice on propose de démontrer que I’énoncé
(%) Tout ensemble non vide admet une structure de groupe.

implique I'axiome du choix dans ZF. (Limplication réciproque est vraie aussi.)
Soit X un ensemble et soit a@ un ordinal qui ne s’'injecte pas dans X. Soit - une loi de groupe
surX Ua.

(a) Montrer que pour tout z € X, il existe f € a telque z- f € a.

Solution. Supposons pour contradiction qu’il existe z € X tel que pour tout fe a, z- € X.
Alors I'application @ — X, f — z-  est une injection de @ dans X ce qui contredit le choix de
a. L]

(b) En déduire qu'il existe une injection de X dans a x « et conclure.
Solution. Soit g: X — a défini par g(z) =min{f e a:z-B € a}. Alors z = g(z)- (z-g(z))_1
et il s'en suit que l'application f: X — a x a définie par f(z) = (g(2), z- g(2)) est injective.

Ceci donne une injection de X dans l'ordinal a - a ce qui implique que X peut étre bien
ordonné. OJ

4. On définit les cardinaux J, par induction :

:0 = NO
joc+l = 2:’1
3, =supdy poury limite.
B<y

On rappelle qu'un cardinal x est dit fortement limite si 2! < x pour tout A < k.

(a) Montrer qu'un cardinal non dénombrable x est fortement limite si et seulement s'il existe
un ordinal limite a tel que x =3,.

Solution. Sia estlimite et 1 <3,, alorsil existe f < a tel que A <3g. Alors 28 < 2% = g <
3,.

Pour l'autre sens, remarquons d’abord que par induction, il suit facilement que 35 = § pour
tout §. Soit maintenant a = sup{f : Jg < «}. Par la définition de 3, pour y limite, on a que
3, <«.Si3J, <k, alors comme « est fortement limite, J,,; <, ce qui contredit la définition
de a. Donc 3, =«. O

(b) Montrer qu'il existe a > 0 tel que X, = 3,,.

Solution. Définissons la suite (y,),<, comme suit : Yo = Ry, Yaps1 = Jy,,» Yonsz = Ry,,,, €t
soit @ = sup,, v,,. Alors la suite (y,,),, est croissante et :

Na’ =Ssup NY2n+1 =SUPYapt+2 =SUPYop+1 = Sllp:lh” = :la' O
n n n n



