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Feuille 5 - Va et vient

Exercice 1. 1. Soit £ le langage avec un symbole < de relation binaire. Montrer que deux ordres
totaux, denses et sans extrémités sont co-équivalentes.

2. Soit £ lelangage avec un symbole < de relation binaire. Vérifier si les paires suivantes de struc-
tures sont co-équivalents :

— (Z,<) et (Q x Z, <) ot la deuxieme structure est ordonnée lexicographiquement en utili-
sant les ordres usuels sur Q et Z, et avec priorité sur la premiére coordonnée;

— (AxZ,<)et(BxZ,<)olA et B sont deux ensembles finis non vides ordonnés et < est
l'ordre lexicographique avec priorité sur la premiére coordonnée;

— (ZxZ,<) et (QxZ,<) oul'ordre est lexicographique avec priorité sur la premiére coor-
donnée et les coordonnées sont ordonnées avec leurs ordres usuels;

— (AxZ,<)et(BxZ,<)ouA et Bsont deux ordres totaux, denses, sans extrémités de bases
A et B, et < est'ordre lexicographique avec priorité sur la premiére coordonnée.

3. On fixe un corps K et on considere le langage des K -espaces vectoriels : £(K) = {0, +,A;|k €
K} ou + estlaloi interne, 0 'élément neutre de celle-ci, chaque A, est un symbole de fonction
unaire décrivant la multiplication par le scalaire k. Montrer que deux K -espaces vectoriels en
tant que £ (K )-structures sont co-équivalents si, et seulement si, ils ont méme dimension ou
sont de dimensions infinies.

Exercice 2.

1. Donner un exemple de structures M et N tel que M est une sous-structure de N mais n’est pas
élémentairement équivalente a N.

2. Donner un exemple de structures M et N tel que M est une sous-structure de N, M et N sont
élémentairement équivalentes mais M n’est pas une sous-structure élémentaire de N.
Exercice 3.
1. Soient M, € M, < M;. Montrer que
(a) M, <M, et M, < M implique M, < Ms;
(b) M, <M, et M, < M, implique M; < M,.
2. Soit I un ensemble totalement ordonné et (M;);.; une chaine élémentaire de L-structures
(M; <M, pour tout i < j). Montrer que pour tout i € I, M; <U;e; M;.
Exercice 4. Soit L le langage réduit au symbole de relation binaire <. Soit T la théorie des ordres
totaux dans ce langage.
1. Décrire une axiomatisation de T'.

2. Soit n > 0. Expliciter une formule du premier ordre ¢, (x, y) telle que pour tout modele M de
T,ME ¢,(a,b)sietseulementsia < b etil existe exactement n—1 éléments de M strictement
compris entre a et b.

3. Soit N'la L-structure R x Z muni de l'ordre lexicographique, c’est-a-dire tel que
(a,m) <™ (b, n) sietseulementsia < bou(a=betm<n).

Soit M la sous-structure de N de domaine Q x Z. Montrer que M est une sous-structure élé-
mentaire de N.



4. On considere M’ la sous-structure de N de domaine (Q x Z) U ((R~ Q) x 2Z). Montrer que
M<M. A-t-on M’ <N?

Exercice 5. Montrer que la relation d’co-équivalence est bien une relation d’équivalence.
Exercice 6. 1. Soit K un corps algébriquement clos. Montrer que pour tout sous-corps k fini ou
dénombrable de K, la cloture algébrique de k est dénombrable.
2. Soit K et K, deux corps algébriquement clos de méme caractéristique et non dénombrables.
Montrer que K] et K, sont co-équivalents.
Exercice 7. La famille Def()M) des ensembles définissables est close par

1. combinaisons booléennes finies : si A, B € Def(M), le complémentaire de A, 'union et I'inter-
section de A et B sont dans Def(M),

2. produits cartésiens : si A, B € Def(M), A x B € Def(M),

3. projections : si A est une partie définissable de M"*™ alors la projection de A sur M" est dé-
finissable,

4. sections : si A est une partie définissable de M"*™ etsi b € M™ alors
A(b):={aeM": (a,b) € A} € Def(M),

5. permutations des coordonnées : si A est une partie définissable de M " et ¢ une permutation
de{1,...,n} alors

o(A):={(asay - gn) * (ay,...,a,) € A} € Def(M).

La famille Def(M) est en fait la plus petite famille de parties de u,,.,M", contenant les ensembles
définissables atomiques et étant close par combinaisons booléennes finies, produits cartésiens et
projections.

Exercice 8. Soit M une sous-structure de N. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1. M <N,
2. Th(M, M) = Th(N, M),
3. linclusion M — N est un plongement élémentaire.

On appelle Th(M, M) le diagramme élémentaire de M.

Exercice 9. Entre quelles structures dans la liste suivante existe-t-il un plongement? un plonge-
ment élémentaire?

(Q,<,+,0), (Q,<,-1), (R<,+0), (R<,-1), (R'<-1)

Exercice 10. Montrer que I'ensemble des nombres premiers est une partie définissable dans la
structure (N, -). A-t-on besoin de parametres?

Exercice 11. Montrer que l'ordre sur R est définissable sans parametre dans la structure (R, +, -).



