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Feuille d’exercices 5

Sylow, produits semi-directs, classification

Dans les quatre premiers exercices nous fixons deux nombres premiers p < ¢, et nous cherchons a
classifier les groupes d’ordre pgq.
p désigne un nombre premier dans toute la fiche.

Exercice 1. Soit G un groupe d’ordre pgqg.
(a) Montrer qu'il existe x, y € G tels que ord(x) = p et ord(y) = q.
(b) En déduire que si G est abélien, alors il est isomorphe au groupe cyclique Cp.

Exercice 2. Soit G un groupe d’ordre pgq.
(a) Montrer que G admet un unique g-Sylow, notons-le par H. Montrer que H = C, et H JG.
(b) Soit K un p-Sylow de G. Montrer K = C,,.
(c) Montrer que G est un produit semi-direct de H et K.
(d) Soit N, le nombre des p-Sylows distincts de G. Montrer que N, vaut 1 ou 4.
(e) En déduire que si pfg—1, alors N, =1, K 4G, et G est un produit direct de H et K.
(f) Endéduire quesi p{q—1, alors G = Cpy.

Exercice 3. Soit a: C, — Aut(C,) un morphisme.
(a) Rappeler la définition du produit semi-direct G = C4 x4 C) : quels sont ses membres? Sa loi?
(b) Quel est’ordre de G? Sous quelles conditions (sur les données p, q et @) G est-il abélien?
(c) Montrer que le groupe Aut(C,) estisomorphe a C;_ (regarder les fiches précédentes).
(d) Montrer que, si p| g—1, alors il est possible de choisir a de sorte que G soit non abélien.

(e) Déduire que deux produits semi-directs C4 X o C et Cq X g Cp non abéliens sont forcément iso-
morphes.

Exercice 4. Déduire des exercices précédents le Théoreme de classification suivant :

Soit p < g deux nombres premiers.

* Siptq-—1,alors aisomorphisme pres il existe un unique groupe d’ordre pg, a savoir, le
groupe cyclique Cpy.

* Si p| g—1 lors a isomorphisme pres il existe exactement deux groupes d’ordre pg, a
savoir, le groupe cyclique Cp, et 'unique produit semi-direct non abélien Cy x C.

Exercice5. (a) Soit G un groupe d’ordre p”. Montrer que pour tout k, 0 < k < n, G admet un sous-
groupe distingué Ny, d’ordre p*.
(b) En déduire que si G est un groupe fini et p* | |G|, alors G admet un sous-groupe d’ordre p*.

Exercice 6. Dans cet exercice on va calculer le groupe Aut(Dsg).

(a) Soient r et s les générateurs usuels de Dg. Montrer que |Aut(Dg) - | < 2 et que |Aut(Dg) - s| < 4. En
déduire que |Aut(Dg)| < 8.



(b) En utilisant le fait que Dg <1 D1, montrer que Aut(Dg) = Ds.
Exercice 7. Montrer que tout p-Sylow de D, est distingué et cyclique pour tout p premier impair.

Exercice 8. Dans cet exercice on va étudier le groupe SL(2,F3), ou F3 = Z/3Z est le corps a 3 éléments.
(a) Rappeler quel est1’ordre de SL(2, Fs3).
(b) Trouver tous les 3-Sylows de SL(2, F3).

(c) Montrer que le groupe engendré par (0

1 0 ) et (} _11) est 'unique 2-Sylow de SL(2,Fs3) et qu'il

est isomorphe a Qg.

(d) Calculer le nombre de sous-espaces de dimension 1 de FZ.

1 0\ (-1 O
Z(SL(z,Fs))={(O 1),(0 _1)}.

(e) Montrer que

(f) En considérant’action de SL(2,F3) sur 'ensemble des sous-espaces de Fg de dimension 1, montrer
que SL(2,F3)/ Z(SL(2,F3)) = Ay.

Exercice 9. Montrer que G n’est pas simple sil’ordre de G est::
(a) 6545=5x7x11x17;
(b) 1365=3x5x7x13;
(©) 2907 =3%*x17x19.

Exercice 10. Soit G un groupe d’ordre 105. Montrer que si un 3-Sylow de G est distingué, alors G est
abélien.

Exercice 11. Montrer que si A et B sont deux sous-groupes distingués de G tels que G/ A et G/B sont
abéliens, alors G/ An B est abélien.

Exercice 12. Soit K un groupe cyclique, soit H un groupe arbitraire et soient ¢1, ¢, deux morphismes
K — Aut(H). Si K est infini, supposons en plus que ¢; et ¢, sont injectifs. Supposons que ¢, (K) et ¢2 (K)
sont conjugués dans Aut(H) : i.e., il existe o € Aut(H) tel que o¢ (K)o~ = ¢ (K).

(a) Montrer qu'il existe a € Z tel que o¢; (ko™ = ¢2(k)? pour tout k € K.
(b) Montrer que I'application y: H Xy, K — H x4, K définie par

y((h,k) = (@), k)

est un morphisme.

(c) Enconstruisant un inverse montrer que v est bijectif et conclure que les groupes H Xy, K et H Xy, K
sont isomorphes.

Exercice 13 (Classification des groupes d’ordre 30). Soit G un groupe d’ordre 30. On note par n, le
nombre de p-Sylows de G.

(a) Montrer que n3 =1 ou ns = 1. (Indication : Sinon n3 = 10 et n5 = 6 et on peut arriver a une contra-
diction en comptant les éléments d’ordre 3 et d’ordre 5.)

(b) En déduire que G admet un sous-groupe H d’ordre 15 qui est distingué et cyclique.

(c) Montrer que G admet un sous-groupe K d’ordre 2 et en déduire que G = H x4 K.

(d) Montrer que Aut(Cis5) = (Z/15Z)* = Cy x Cs.

(e) En considérant tous les morphismes C, — Aut(Z/15Z), montrer que G est isomorphe a 'un des
quatre groupes suivants : C3p, C3 x D19, C5 x Dg, D3g.
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(f) Montrer que dans la liste ci-dessus tous les groupes sont distincts.

Exercice 14. (a) Construire un groupe non abélien d’ordre 75.
(b) Classifier tous les groupes d’ordre 75 (il y en a 3).

Exercice 15. Classifier tous les groupes d’ordre 28 (il y en a 4).

Exercice 16 (Preuve alternative du théoreme de Sylow). Dans cet exercice on va démontrer que tout
groupe fini admet des sous-groupes de Sylow.

(a) Montrer que si H < G et si P est un p-Sylow de G, alors il existe x € G tel que xPx~' n H est un
p-Sylow de H. (Indication : Considérer 'action H ~ G/P.)

(b) Soit
P ={(a;ij) € GL(n,Fp) : a;; = 1 pour tout i et a;; = 0 pour tous i > j}
le sous-groupe de matrices triangulaires supérieures strictes. Montrer que P est un p-Sylow de
GL(n, ).
(c) Montrer que tout groupe fini G se plonge dans GL(n, F) pour un n bien choisi.
(d) Conclure que tout groupe fini admet un p-Sylow.

Exercice 17. Soit G un groupe. La série centrale ascendante de G est définie par récurrence comme suit :
Zo(G) = {e}, Zi1(G) = nl.‘l(Z(G/Zl-(G))) ou n;: G — G/Z;(G) est le morphisme quotient. Le groupe G
est appelé nilpotent s'il existe n tel que G = Z,(G). Par exemple tout groupe abélien G est nilpotent car
G=2(G).

(a) Vérifier que Zy(G) < Z;(G) < --- est une suite ascendante de sous-groupes distingués de G.

(b) Montrer que tout p-groupe fini est nilpotent.

(c) Montrer que le groupe de Heisenberg

o~ =
— ==

est nilpotent.

(d) Montrer que si G; et G, sont nilpotents, alors G; x G, I’est aussi.

(e) Montrer qu'un groupe fini est nilpotent ssi il est le produit direct de ses sous-groupes de Sylow,
i.e., tous ses sous-groupes de Sylow sont distingués. (Indication : Pour le sens difficile, on peut
commencer par démontrer que si H < G, alors H < Ng(H).)

(f) Montrer qu'un groupe fini G est nilpotent ssi pour tous x, y € G avec pgcd(ord x,ord y) = 1, on a que
Xy =yx.

(g) Montrer que D,,, est nilpotent ssi n est une puissance de 2.



