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Chapitre 1

L’univers ensembliste et ses axiomes

Les mathématiciens étudient des objets diverses et variés : des nombres (naturels, entiers relatifs, réels,
complexes, ...), des structures algébriques, des EDP dur des variétés différentielles, et ainsi de suite. L'une des
notions les plus fondamentales est celle d'un ensemble. Alors que nous n’allons pas (et ne pouvons pas) définir
ce que c’est qu'un ensemble, nous chercherons a en faire une idée.

Intuitivement, un ensemble X représente une collection d’objets, et rien de plus. Autrement dit, on peut
demander si un objet i appartient ou non a X. Si oui, on dit que y est membre de X, noté y € X, etsinony ¢ X.
Par « rien de plus » on entend qu'une fois qu’on connait les membres de X, on connait X. Ceci est formalisé
par l'axiome suivant:

Extensionnalité: deux ensembles ayant les mémes membres sont égaux.

Nous écrirons aussi X C Y si tout membre de X est aussi membre de Y, si bien que X C Y C X implique
X=Y.

Ainsi nous avons un systéme avec deux notions fondamentales: « ensemble » et « objet ». Tout ensemble
devrait étre considéré comme objet. Notre premier but est de montrer une sorte de réciproque: tout objet
mathématique peut étre représenté par un ensemble. Ainsi, nous pouvons développer les mathématiques dans
un systéeme admettant une unique notion fondamentale (non définie a partir de notions plus simples), celle
d’un ensemble. Ceci est « 'univers ensembliste » des mathématiques.

1.1 L’'approche naive et ses problemes

Afin de représenter des objets mathématiques par des ensembles, il faut bien que des ensembles existent.
En un premier temps, nous pourrons postuler I’axiome suivant (qui est bien trop naif, mais on verra ¢a un peu
plus tard):

Compréhension non restreinte: pour toute propriété P, il existe I'ensemble X dont les membres sont
les ensembles vérifiant P:

X={y:P(y)}.

(D’apres l'extensionnalité, cet ensemble est unique).

Par exemple, pour tous deux objets x et y il existe I'ensemble paire {x,y}. Cette paire est non ordonnée —
d’apres 'extensionnalité, {x,y} = {y, x} (remarquons également que si x = y alors {x,y} = {x,x} = {x}).
Nous définissons une paire ordonnée formée de x et de y par:

(v y) = {{xy} {x}}
Exercice 1.1.1. Montrer que :

(x,y) = (u,v) — x=u A y=vo.



Pour deux ensembles X et Y, nous pouvons définir leur produit cartésien par:
XxY={(xy):xecXetyeY}.

Une application peut étre représentée par son graphe. Autrement dit, nous définissons une application f: X —
Y comme étant une partie f C X x Y telle que pour tout x € X on ait (x,y) € f pour un unique y € Y, et dans
cecasy = f(x) estla valeur de f a x.

Plus généralement, une relation sur un ensemble (qui peut étre un produit cartésien d’ensembles) c’est la
méme chose qu'une partie de cet ensemble. Ainsi, une relation d’équivalence sur X est une partie E C X x X
qui est réflexive, symétrique et transitive. Une classe d’équivalence est une partie de X, donc un ensemble, et
le quotient X/ E est un ensemble d’ensembles.

Comment représenter les nombres par des ensembles? Commencons (comme toujours) par les nombres
les plus basiques, les entiers naturels. D'une fagon récursive, l'entier n sera représenté par l’ensemble
{0,1,...,n—1}:

0=2, 1={0}={2}, 2={0,1}={g {o}},

La collection de tous les ensembles de cette forme sera notée par N (nous rendrons tout ceci plus formel plus
tard).
— Nous pouvons construire Z a partir de N (par exemple, comme 1’ensemble des paires ordonnées
(m,n) € N x N telles que m = 0 oun = 0, ot (n,0) représente n et (0,n) = —n).
— Nous pouvons construire Q comme quotient de Z x (Z ~ {0}) par une relation d’équivalence.
— Nous pouvons construire R par les coupure de Dedekind: 7 € R est représenté par 1'ensemble {7 € Q :
qg<r}.
— Nous pouvons construire C comme R x R.
— Et ainsi de suite...
Jusqu'ici, tout va bien. Sauf que le systeme qui consiste en 1’extensionnalité et la compréhension non res-
treinte est contradictoire.

Paradoxe de Russell: Soit A = {x:x & x}. Alors A € Assi A ¢ A.

1.2 Les axiomes de Zermelo-Fraenkel

Nous nous trouvons dans 1’obligation d’abandonner la compréhension non restreinte, et d’accepter que
toute collection ne peut pas nécessairement étre un ensemble. Nous allons remplacer la compréhension par
des axiomes affirmant que certaines collections sont des ensembles (intuitivement, car elles sont suffisamment
petites pour 1'étre).

Ainsi, nous travaillerons dans le cadre d'un systeme d’axiomes, dit les axiomes de Zermelo-Fraenkel (ZF).
Dans cette approche axiomatique nous allons éviter entiérement la question de « qu’est-ce quun ensemble ».
Plutot, nous allons supposer que nous travaillons avec un « univers », noté le plus souvent V, qui consiste en
des objets que 1’on appelle « ensembles », muni d"une relation binaire €, I'appartenance (ainsi que de la relation
égalité =, qui n’est vérifiée qu’entre un ensemble et lui-méme), et qui vérifient les axiomes que nous allons
énumérer. Nous remarquons au passage qu'une conséquence de cette approche axiomatique particuliére est
que tout objet est un ensemble.

A partir de maintenant nous allons éviter le mot « collection » et parler plutot de « classe » : une classe est
toute collection d’ensembles que nous pouvons définir par une propriété de ses membres, c’est a dire de la
forme

C={x:P(x)}

ou P est une propriété d’ensembles (formellement, il faudrait préciser : P est une propriété que 1'on peut
exprimer en en logique du premier ordre, mais en ce moment nous n’allons pas insister sur ce point). Nous
remarquons que tout ensemble x est une classe : x = {t: t € x}, mais toute classe n’est pas nécessairement un
ensemble — une telle classe sera appelée une classe propre. Par exemple 'univers des ensembles V est une classe
propre (car sinon, le paradoxe de Russell revient...)



I. Axiome d’extensionnalité

Deux ensembles sont égaux des qu’ils ont les mémes éléments. En langage formel,
VaVy [Vz(zex e zey) - x=y].

En particulier, cet axiome implique que I’ensemble vide, sil existe, est unique, et on le notera &. L'existence
de I’ensemble vide est une conséquence des autres axiomes.

I1. Axiome de fondation

Pour tout ensemble non vide x, il existe un ensemble y € x ettel queyNx = & :
Vx3dy [y e xAVz=(z e x Az ey)].

Cet axiome peut paraitre un peu obscur, ceci n’est pas particulierement génant, on y reviendra plus tard.
Ces deux axiomes sont la chose la plus proche que 1’on peut avoir d"une définition d’un ensemble.

III. Axiome de la réunion

La réunion d’un ensemble d’ensembles est un ensemble : pour tout x, la réunion Ux = Uyc, v est
un ensemble. Formellement,

VxJzVitez e Jy(yexNtey)].

IV. Axiome de I'ensemble des parties
Pour tout X, la classe P(X) = {y: y C X} est un ensemble :

VxJyVz[zey o VE(tez —tex)].

V. Axiome de remplacement

Disons qu’une propriété de paires (ordonnées) R(x,y) est une relation fonctionnelle si pour tout x il existe au
plus un seul y tel que R(x, y) est vrai. Une telle relation définit une loi Fg, oit Fr(x) = y si y est 'unique tel que
R(x,y), et s’il n’existe pas un tel y alors Fg(x) n’est pas défini.

Pour toute relation fonctionnelle R, et pour tout x, I'image de x par la loi Fg est un ensemble.
Autrement dit, la classe suivante est un ensemble :

{Fr(t): t € x et Fr(t) estdéfini} = {z: 3t € x tel que R(t,z)}.

Notons que Fg n’est pas nécessairement une application, c’est a dire que la classe {(¢,z): R(t,z)} n’est pas
nécessairement un ensemble — pour cela il nous faudrait la compréhension non restreinte.
Il s’agit en fait d’une infinité d’axiomes (un schéma d’axiomes) : pour toute relation fonctionnelle R(x, y)
l'axiome
Vx3JyVz [z €y < 3t (t € x AR(t,2))].

De ces axiomes découlent certains principes qui des fois sont aussi considérés comme axiomes (superflus) :

Axiome de compréhension restreinte (ou de séparation)

Pour tout x et propriété P, la classe de membres de x qui vérifient P, notée {t € x: P(t)}, est un
ensemble :
Vx3JyVz[z €y (z € x AP(2))].

Ceci découle de I'axiome du remplacement, ot la relation R(t,z) est: « t = z et P(t) ». Il s’agit encore une fois
d’un schéma d’axiomes.

Axiome de la paire

Pour tous x et y, la classe {x, y} est un ensemble :

VaVyJzVi[tez e (t=xVi=y)].



En effet, étant donné deux ensembles x et i, on peut d’abord former avec compréhension restreinte 1’ensemble
vide @ = {z € x : z # z}. Avec 'axiome de I'ensemble des parties on peut former les ensembles P(2) = {@}
et P({@}) = {2, {@}}. Soit maintenant R(t,z) la relation fonctionnelle

(t=2Nz=x)V(t={@}Az=1y).

En appliquant ’axiome de replacement a {&, { @} } et a cette relation, on obtient que {x, y} est un ensemble.
Jusqu’a maintenant, on n’a eu aucun axiome qui affirme 1’existence d’un ensemble. On pourrait donc in-
troduire

Axiome de I’ensemble vide

Il existe un ensemble qui n’a aucun élément :
IxVyy & x.

L’unicité de I’ensemble vide, noté @, est une conséquence directe de I’axiome d’extensionnalité. En fait, on voit
facilement avec compréhension restreinte que ’axiome de I'ensemble vide est équivalent a 'existence d’un
ensemble tout court.

Notons que la classe de tous les ensembles finis satisfait la totalité des axiomes jusqu’a maintenant.

VI. Axiome de l'infini

Pour un ensemble y, on pose S(y) = y U {y}, le successeur de y. Notons que c’est encore un ensemble :
{y} = {z € P(y) : z = y} est un ensemble, donc {y, {y}} aussi (axiome de la paire), et finalement y U {y} =
U{y, {v}}. On appelle un ensemble x inductif si & € x et pour tout y € x on a aussi S(y) € x.

Il existe un ensemble inductif. Formellement,
Ix[Fz(zexAVttEz)AVy (yex —» TuluexAVo(veu— (veyVo=y)))].
Notons que si x et y sont inductifs, x Ny aussi. Donc si x est inductif,
w = {y C x : y inductif}

est 'unique ensemble inductif minimal. Alors w contient tous les entiers naturels 0 = @, 1 = 5(0),..., n,
n+1 = S(n),.... Soit maintenant P(x) une propriété vraie de 0 telle que pour tout x € w, si P(x) est vraie
alors P(S(x)) est vraie. Considérons
y={x€w:P(x)}.

C’est une partie inductive d’w; par minimalité on a ¥ = w, et le principe de récurrence s’applique a w. Cepen-
dant, le point de vue est différent pour N et pour w :

— Pour N, on montre les énoncés P(n) 'un apres 'autre : on a P(0), puis P(1), puis P(2), etc., et enfin
P(n), en itérant autant de fois qu'il faut (I'«infini potentiel»).
Pour w, on considere I'«infini actuel» des éléments de x satisfaisant P, et on montre qu’il vaut w entier.
Les éléments de w qui ne sont pas dans N sont des entiers non-standards (et les entiers dans N sont standards);
I'existence ou non d’entiers non-standards dépend de l'univers des ensembles dans lequel on travaille. Du
point de vue ensembliste, un entier est un membre de w, et un ensemble est fini s’il est en bijection avec un
entier.

Exercice 1.2.1. Vérifier que tout ce qu’on a fait dans la premiére section, avec la compréhension non restreinte,
reste valable dans ZF. En particulier, pourquoi le produit cartésien de deux ensembles est-il un ensemble ?

Exercice 1.2.2. Vérifier que si nous représentons les entiers naturels par des ensembles comme dans la section
précédente, alors S(n) = n + 1.

Il serait malhonnéte de conclure cette section sans évoquer le probleme suivant: existe-il un univers V dans
lequel nos axiomes sont vérifiés? De facon malheureuse, mais peu surprenante, croire qu'il en existe un est
un acte de foi. Le fameux théoréme de Godel affirme en effet qu'il est impossible de démontrer (a partir de
ZF) que le systeme ZF est consistant, c’est-a-dire que ses axiomes n’entrainent pas de contradiction. Toute
théorie suffisamment complexe pour permettre de développer les mathématiques classiques se trouvant dans
le méme cas, la solution n’est pas de changer nos axiomes; il nous faut simplement espérer que la théorie n’est
pas contradictoire.

Notes bibliographiques. Une partie de ce chapitre a été reprise dans 1’excellent livre de Krivine [ 1.



Chapitre 2

Les ordinaux

2.1 Bons ordres

Ayant énoncé les axiomes de ZF, autrement dit, ayant défini le cadre axiomatique dans lequel nous tra-
vaillerons, commencons a faire des maths. En un premier temps, commengons par apprendre a compter... Il
est facile de compter le nombre d’éléments d'un ensemble fini en les énumérant : (zéro, si ’ensemble est vide),
un, deux... et on s’arréte quand il n’y en a plus. On associe ainsi a chaque ensemble fini un entier, qui est son
nombre d’éléments. Mais comment faire quand on considére un ensemble infini? Considérons d’abord des
ensembles munis d’un ordre permettant une énumération.

Définition 2.1.1. Soit X un ensemble. Un bon ordre sur X est une relation d’ordre < sur X tel que toute partie
non vide de X a un plus petit élément.

Exemple. (Intuitivement, puisqu’on n’a pas encore défini formellement ces notions)
— Tout ensemble ordonné fini est bien ordonné. En particulier, 'ensemble vide est bien ordonné !
— L’ensemble des entiers naturels, avec 1’ordre habituel, (N, <), est bien ordonné. En quelque sorte, c’est le
«cas modele » d"un ensemble bien ordonné (infini) — ce sont ses propriétés que 1’on cherche a reproduire.
— L’ensemble S(N) = NU{N}, ou N > n pour tout n € N, est également bien ordonné.
— L’ensemble des rationnels (Q, <) n’est pas bien ordonné.

Un isomorphisme entre deux ensembles bien ordonnés (X, <x) et (Y, <y) est une bijection qui préserve
I’ordre : clairement, I'un est bien ordonné si et seulement si 1’autre ’est.

Définition 2.1.2. On dit que s C X est un segment initial si
Vy,ye X [(yesAx<y) > xes].
Six € X onnotera X, le segment initial {y € X: y < x}; onl'appellera « le segment initial strict associé & x ».

On vérifie aisément que toute partie d"un ensemble bien ordonné est elle aussi bien ordonnée, avec ’ordre
induit. En particulier, tout segment initial d’un ensemble bien ordonné est bien ordonné. Notons que, dans un
ensemble bien ordonné X, tout segment initial propre (c’est a dire, différent de X) est de la forme X, pour
un unique x = min(X \ s). Par conséquent, X et isomorphe a 1’ensemble des ses segments initiaux propres
(ordonnés par 'inclusion).

L'idée, dans notre optique de comptage, est que pour énumérer un ensemble bien ordonné X, on commence
au plus petit élément, puis on prend le plus petit des autres, etc. Or, cette énumération risque d’étre infinie,
voire « transfinie », quand un membre de X ne peut étre énuméré qu'une fois qu'une infinité d’autres membres
I'ont déja été : ’est le cas de X = N U {N}. Ceci a-t-il donc un sens?

Nous justifions la réponse positive par le principe de preuve par récurrence, qui est l'outil de base pour
démontrer que tous les entiers naturels vérifient une propriété donnée P. On le connait sous deux formes:

SiP(0) etVnP(n) = P(n+1) alors Vn P(n) (R)
SiVn|[Vk < nP(k)] = P(n) alors Vn P(n) (R")



Théoréme 2.1.3 (Démonstration par récurrence transfinie). Soit P une propriété' et X un ensemble bien ordonné,
tel que pour tout x € X:

Vye X (y<x— P(y))] = P(x)
Alors P(x) est vraie pour tout x € X.

Démonstration. Soit Y = {x € X: =P(y)}. Si Y = @ tout est bien. Sinon, Y admet un plus petit élément, y.
Autrement dit, pour tout z < y on a P(y), d’ou par hypotheése P(y), une contradiction. |

A titre d’exemple, montrons :

Corollaire 2.1.4. Soit (X, <) un ensemble bien ordonné et f: X — X une application strictement croissante. Alors
pour tout x € Xona f(x) > x.

Démonstration. D’apres le principe de démonstration par récurrence transfinie, il suffirait de montrer que si
x € X est tel que Vy < x(f(y) > y), alors f(x) > x. Par I'absurde, supposons que f(x) < x. D'un coté,
pour y = f(x) < x, nous avons f~(x) = f(y) > y = f(x). D'un autre, puisque f est strictement croissante,
f2(x) < f(x), une contradiction. |

Ceci permet d’obtenir un résultat de rigidité des ensembles bien ordonnés.

Corollaire 2.1.5. Soit (X, <) un ensemble bien ordonné, Y, W C X deux segments initiaux, et f: Y — W un isomor-
phisme. Alors W = Y et f = idy.

Démonstration. D’abord, puisque W et Y sont des segments initiaux,ona W C YouY C W. Quitte a remplacer
f par f~1, on peut supposer que W C Y. Montrons tout d’abord que W = Y. Pour cela, prenons x € Y. On a
f(x) € W, et f(x) > x d’apres le Corollaire 2.1.4. Comme W est un segment initial, on en déduit que x € W
et W = Y. Maintenant, f~!: Y — Y est aussi un isomorphisme, d’ot1 f~!(x) > x pour tout x € Y, ce qui en
composant par f donne x > f(x) et donc f(x) = x pour tout x € Y. [

Théoreme 2.1.6 (Construction par récurrence transfinie). Soit (X, <) un bon ordre, et R une relation fonctionnelle
qui associe a chaque fonction g dont le domaine est un segment initial propre de X un élément (c’est a dire, un ensemble)
R(g). Alors il existe une unique fonction f de domaine X telle que I’on ait, pour tout x € X,

f(x) = R(fIx.,)-

Démonstration. D’abord, montrons qu'une telle fonction, si elle existe, doit étre unique. En effet, supposons
que f et g vérifient la condition. Pour chaque x € X, si f(y) = g(y) pour tout y < x, c’est que f|x_ = glx_,
est donc f(x) = g(x). L'unicité suit par récurrence transfinie.

Montrons maintenant par récurrence que pour tout x € X:

(*y) il existe une unique fonction f; de domaine X telle qu’on ait
fx(y) :R(fxrx<y) Vy < x.

Supposons que (x) est vrai pour tout z < x, et montrons pour x. L'unicité est déja connue. Siz < y < «x
alors fy[x_, vérifie bien la condition de (%), d’oti f; = fy[x_,, ou encore, f,(z) = R(f:). Posons maintenant
fx(y) = R(fy) pour chaque y < x. Alors, pour chaque z < y < xona f,(z) = R(fz) = fx(z),d’ot fy = fx P
et donc fx(y) = R(fx[x_,)- L'existence de fy est ainsi démontrée. Pour montrer que (le graphe de) fy est un
ensemble, on considere la relation fonctionnelle R’ qui a y € X associe (y, R(fy)). Alors le graphe de f, est
I'image de X, par R’, donc un ensemble par remplacement.

Maintenant, nous posons f(x) = R(fx) pour chaque x € X. Comme plus haut, f[x__ = fy par I'unicité de
fr, ot f(x) = R(f[x_,); par remplacement c’est encore un ensemble, et la preuve est finie. u

Corollaire 2.1.7. Soient (X, ) et (Y, <) deux bons ordres. Alors exactement I'une des option suivante est vraie :

(i) XetY sont isomorphes.

i. Comme pour 'axiome de remplacement, nous devrions exiger que la propriété puisse étre exprimée par la logique du premier
ordre.



(ii) X est isomorphe a un unique segment initial propre de'Y.

(iii) Y est isomorphe a un unique segment initial propre de X.

Démonstration. Soit * ¢ Y, et définissons une application f: X — Y U {*} par récurrence. Pour chaque x € X :

— SiY~img flx__ # @, nous posons f(x) = min(Y \img f|x_ ).

— Sinon, f(x) = *.

(Par la suite, nous n’allons pas s’occuper de cet *, et juste dire: « nous posons f(x) = min(Y \img f[yx_ ) tant
que ceci est possible, puis on s’arréte ».)

— Si on a réussi a définir f: X — Y (sans recours a *), c’est que f est un isomorphisme entre X et un
segment initial Yo = f(X) C Y. Ce segment initial est unique par le Corollaire 2.1.5, et peut étre propre
ou non.

— Sinon, soit x € X le plus petit tel que f(x) = . Alors f[x_ : X<y — Y est un isomorphisme entre
un segment initial propre de X et Y. L'unicité de ce segment initial de X est encore donnée par le
Corollaire 2.1.5. |

Exercice 2.1.8. Soit (X, <) un ensemble bien ordonné, et A C X un sous-ensemble non vide. Alors (A4, <)
est encore bien ordonné, et est isomorphe a un segment initial de X. Ce segment initial est-il nécessairement
propre?

2.2 Ordinaux

Le Corollaire 2.1.7 rend plus précise 1'idée qu'un bon ordre correspond a une énumération : si X et Y
sont bien ordonnés, nous pouvons les énumérer cdte a cote, obtenant un isomorphisme entre I'énumération la
plus courte et un segment initial de la plus longue, ou constater que les deux énumérations sont de la méme
longueur.

Maintenant, pouvons nous associer a un bon ordre un objet qui représente sa longueur? Par exemple,
dans chaque classe d’isomorphisme de bons ordres (i.e., pour chaque longueur), pouvons nous distinguer un
représentant « canonique »?

Commencons par les longueurs finies. La longueur du vide, « zéro », sera naturellement représentées par
I'ensemble vide : 0 = &. Munis de cette représentation de 0, nous pouvons représenter la longueur « un » par
1= {0} = {@}, etainsidesuite:2 = {0,1} = {&,{2}},...,n ={0,1,...,n — 1}, ... Effectivement, chaque
tel n est bien ordonné, I'ordre strict habituel étant donné par €, ou encore par C. Comment étendre ceci aux
longueurs infinies? Puisque (X, <) = ({segments initiaux propres}, C), et puisque deux segments initiaux
distincts ne sont pas isomorphes, nous pouvons imaginer que la longueur de X serait

longueur de X = {longueur de S: S segment initial propre de X}, (2.1)

ce qui est d’ailleurs exactement le cas des nombres finies n = {0,1,...,n —1}.
Quelles seraient les propriétés de telles « longueurs »?
— Soit « la longueur de X, et supposons que vy € B € a. Alors f est la longueur d’un segment initial propre
51 de X, et v est la longueur d'un segment initial propre S, de Sy. Or, S, est aussi un segment initial
propre de X, d’ot1 y € a.
— L'application qui a x € X associe la longueur de X, est une bijection f: X — «a, et

X<y = Xex C Xy = f(x) € f(y).

Ainsi, € est un bon ordre strict sur «.
Formalisons cette idée:

Définition 2.2.1. Un ensemble X est dit transitif si
Vx(x € X = x C X)

Autrement dit, un ensemble X est transitif si, dées quona x € z € X alorson a x € X (d’ol la terminologie
employée).



Evidemment, on se doute que la plupart des ensembles ne sont pas transitifs; cela dit, il existe tout de
méme des ensembles transitifs, comme &, {@, {@}}...
Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la définition.

Lemme 2.2.2. Une réunion d’ensemble transitifs est encore un ensemble transitif; une intersection d’ensembles transitifs
est encore un ensemble transitif.

Définition 2.2.3. Un ensemble « est un ordinal si a est transitif et strictement bien ordonné par la relation €. La
classe de tous les ordinaux est notée ON. (Ceci est donc une collection d’ensemble définie par une propriété
de premier ordre. Nous verrons plus tard que ON est une classe propre, c’est-a-dire qu’elle est trop grande pour
étre un ensemble.)

Notre but est de montrer que:

(i) Tout ensemble bien ordonné est isomorphe a un ordinal unique, et par un isomorphisme unique.

(ii) Les ordinaux ont de « jolies propriétés »...

Il sera plus facile de commencer par le deuxiéme.
Lemme 2.2.4. Soit « un ordinal et Y C . Alors Y est transitif si et seulement si c’est un segment initial de .

Démonstration. Supposons que Y est transitifety’,y € a, ¢ <y €Y. Alorsy € y e Ydouy €Y.
Supposons maintenant que Y est un segment initial et 7/ € v € Y. Alors ¢/ € v € a douy € wet
7Y <y€Y,doncy €Y. [ |

Lemme 2.2.5. Soit « un ordinal et B quelconque. Alors sont équivalents:
(i) B €.

(i) B est un segment initial propre de «.

(iii) B est transitif, et p C .
En outre o & w et tout les membres de a sont des ordinaux.
Démonstration. (i) <= (ii). Soit € w. Par transitivité de a nous avons § C «, et pour v € a nous avons
yEB= v < B doup={yca:yecp}={ycav<p}=ap Enparticulier, B est bien un segment
initial propre de a.
Réciproquement, soit B un segment initial propre de «. Alors f = a<, ot y = min(a \ ). Or, d’apres 'argu-
ment précédent x ., =y € «.

(il) <= (iii). Découle du Lemme 2.2.4. |
Maintenant, soit f € . Alors f C a, d’ol1 B # «a, et B est bien ordonné par €. Comme en outre j3 est transitif,
c’est un ordinal.

Lemme 2.2.6. Soit A un ensemble non vide d’ordinaux, et soit &« = (| A. Alors o € A, c’est donc en particulier un
ordinal, et &« C B pour tout € A.

Démonstration. L'ensemble « est transitif en tant qu’intersection d’ensembles transitifs, et par définition « C
pour tout f € A.Sia & A, c'est que a« C B pour tout § € A. D’apres le Lemme 2.2.5, « €  pour tout § € A,
donc « € &, absurde. Donc o € A. [ |

Proposition 2.2.7. La relation € est un ordre strict total sur ON, oit elle coincide avec C. En d’autres mots, pour tous
ordinaux o, B, 7y :
(i pea+=BCa

(ii) Anti-réflexivité : o & a.

(iii) Transitivité : Siy € Bet B € aalors v € a (I'antisymétrie f € x = a ¢ B découle de (ii), (iii)).

(iv) Ou bien o € B ou bien B € a ou bien o = p.
Démonstration. (i) Si B € a, c’est un segment initial propre, d'ott § C a. Etsi B C a, puisque B est transitif

c’est un segment initial de «, et propre, donc 8 € a.

(ii) Déja observé.
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(iii) Par transitivité de I'ensemble a.

(iv) I découlé de (ii) et (iii) que ces possibilités sont mutuellement exclusives. Montrons qu’au moins 1'une
d’elle est toujours vraie. Par (i), il suffirait de montrer que « C S ou g C . Soit maintenant y = a N .
D’apres le Lemme 2.2.6, y =aouy = B,ie, a C Boup C a. ]

A partir de maintenant nous noterons cet ordre sur les ordinaux par < (ou <):

() a<B=acf=alp.

(i) a <<= (a€Ppoun=p) <= aCp.

Nous avons ainsi bien généralisé la représentation des entiers n = {0,1,...,n — 1}, car en effet pour tout
ordinal « :

a={B€ON: B <a}.

Proposition 2.2.8. Soit A un ensemble non vide d’ordinaux. Alors | A = min A.
En particulier, 'ordre sur ON est bon : tout ensemble non vide d’ordinaux admet un élément minimal. Mieux que
¢ca : toute classe non vide d’ordinaux admet un élément minimal.

Démonstration. D’apres le Lemme 2.2.6, nous avons [ A € A, c’est donc le minimum. Si C est une classe non
vide d’ordinaux, soitx € CetC' = CNa = { € C: B < a}. Alors C’ est un ensemble (par 'axiome de
compréhension). Si C' = &, c’est que « = min C. Sinon, min C = min C’. ]
Lemme 2.2.9. (i) Tout ensemble transitif d’ordinaux est un ordinal.

(ii) Tout ensemble qui est un segment initial de ON est un ordinal.

Démonstration. (i) Car l'ordre € sur les ordinaux est bon.
(ii) Si A C ON est un segment initial, alors il est transitif.
|

Proposition 2.2.10. Soit A un ensemble d’ordinaux. Alors |J A est un ordinal De plus, |J A = sup A est la borne
supérieure de A : c’est le plus petit ordinal  tel que o > P pour tout B € A. (Par contre, il se peut bien quesup A ¢ A.)

Démonstration. L'ensemble |J A est un ordinal, car il est transitif (en tant que réunion d’ensembles transitifs),
et aussi un ensemble d’ordinaux (car chaque B € A l'est). C’est clairement le plus petit ordinal tel que & 2 f
pour tout g € A. [ ]

Montrons maintenant qu’il y a « beaucoup » d’ordinaux. D’abord,

Lemme 2.2.11. Pour tout ordinal , S(x) = a U {a} est aussi un ordinal, et c’est le plut petit ordinal v > « (donc,
c’est le successeur de a). En particulier, il n’existe pas un plus grand ordinal.

Démonstration. L'ensemble S(«) = {B: B < a} est un segment initial de ON, donc un ordinal, et si v > « c’est
quey = {B: B < 7} 2 S(a). n
Il existe le plus petit ordinal, c’est 0 = @. Son successeur est 1 = S(0) = {0}, puisona2 = 5(1) = {0,1},
3 =25(2) ={0,1,2}, et ainsi de suite.
Notons le fait suivant, qui confirme qu’il faut faire attention a ce qui est un ensemble au sens mathématique
et ce qui n’en est pas un.

Proposition 2.2.12. La classe des ordinaux ON n’est pas un ensemble.

Démonstration. Si ON était un ensemble alors « = ON serait un ordinal (segment initial de ON), ce qui donne-
rait « < &, un absurde. [ |

On dit alors que la classe ON, est une classe propre : une collection définie par une propriété de premier ordre
(étre un ordinal est bien une propriété de premier ordre) mais qui est « trop grande » pour étre un ensemble.
Introduisons un peu de terminologie.

Définition 2.2.13. Un ordinal « est successeur s’il existe un ordinal p tel que a = S(B); si « et ni zéro ni
successeur, on dit que a est un ordinal limite .
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Notons que, si A est un ensemble d’ordinaux qui n’a pas de plus grand élément, et a est la borne supérieure
de A (autrement dit, 'union des élements de A) alors « est nécessairement un ordinal limite: comme & majore
A on sait que & ¢ A puisque A n’a par hypothese pas de plus grand élément, et si jamais on avait &« = S(f)
alors les propriétés du successeur nous garantissent que  majorerait aussi A, ce qui contredirait la définition
de a.

Exercice 2.2.14. Montrer qu'un ordinal § est limite si, et seulement si, B = sup{n: 7 < B} # 0.

Notons que jusqu’a maintenant nous n’avons pas utilisé 1’axiome de l'infini (ni, d’ailleurs, ’axiome de
fondation...)

Exercice 2.2.15. Montrer que modulo les autres axiomes de ZF (auxquels on peut méme enlever 1'axiome de
fondation), 'axiome de l'infini est équivalente a I’existence d"un ordinal limite.

Rappelons qu'un ensemble est fini s’il est en bijection avec un entier, c’est-a-dire avec un membre de w.

Lemme 2.2.16. w est le plus petit ordinal limite. Un ordinal w est fini si tout ordinal tel que 0 < B < « est successeur.
En particulier w est le plus petit ordinal infini.

Démonstration. Un ordinal limite est inductif, et contient donc w. Soit x ’ensemble de tous les parties de w qui
sont des ordinaux. Si x continent un ordinal limite A, alors w C A C w et on a égalité: w est bien le plus petit
ordinal limite. Sinon, @ € x, etsia = S(B) C w, alors B € w, d’ott S(B) € w, et S(a) C w. Donc Jx C w est
un ordinal limite, qui est égal a w par la phrase précédente, et égal au plus petit ordinal limite.

En particulier tout ordinal < w est un successeur; le critére en découle. [ |

On remarque que si 1 est un ordinal fini et m < n, alors m et S(n) sont fini eux aussi.
Avant de passer a I'arithmétique des ordinaux, récapitulons les propriétés qu’il faut particulierement rete-
nir pour pouvoir les manipuler.

— La classe des ordinaux ON est totalement ordonnée et bien ordonné par 1’ordre strict €, équivalenta C.

— Pour tout ordinal x ona « = { € ON: B < a}. Il est encore bien ordonné par 1’ordre induit de ON.

— La réunion d’un ensemble d’ordinaux E est un ordinal, qui est la borne supérieure de E (non nécessai-
rement atteinte).

— L’intersection d’une classe non vide d’ordinaux E est un ordinal, qui est le plus petit élément de E.

— 1l existe trois types d’ordinaux: zéro (vide), les ordinaux successeurs (ceux qui ont un plus grand élé-
ment) et les ordinaux limites (ceux qui n’ont pas de plus grand élément).

Montrons qu'il existe des ordinaux « arbitrairement grands ».

Théoreme 2.2.17 (Hartogs). Soit X un ensemble quelconque. Alors il existe un ordinal a qui ne s’injecte pas dans X.
En particulier, il existe un plus petit ordinal possédant cette propriété, que I'on appelle I’ordinal de Hartogs de X.

Démonstration. Soit & ’ensemble de tous les ordinaux qui s’injectent dans X.

D’abord, pourquoi est-ce un ensemble ? Soit Y I'ensemble des paires (S, <) ou S C X et < est un ordre sur
S. Alors Y C P(X) x P(X x X) est un ensemble par compréhension. Chaque élément de Y est isomorphe,
au plus, a un ordinal unique, et & est exactement 1’ensemble de tous ces ordinaux. Ainsi, par I'axiome de
remplacement, « est bien un ensemble.

Il est clair de la définition de & que siy < B € a alors y € «. Ainsi a est transitif, donc lui-méme un ordinal.
Puisque & ¢ &, « ne s’injecte pas dans X, et c’est d’ailleurs le plus petit ordinal possédant cette propriété. M

Nous avons maintenant tout ce qu'il faut pour « énumérer » tout ensemble bien ordonné :
Corollaire 2.2.18. Tout ensemble bien ordonné est isomorphe a un unique ordinal, et par un isomorphisme unique.

Démonstration. Soit X bien ordonné et soit & 1’'ordinal de Hartogs associé a X. Par le Corollaire 2.1.7, X est
isomorphe a un segment initial de &, ou a est isomorphe & un segment initial propre de X. Or, la deuxiéme
possibilité est exclue par définition de a. Ainsi, X est isomorphe a un segment initial de «, c’est a dire a un
ordinal. L'unicité de encore par le Corollaire 2.1.7. [ |
Exercice 2.2.19. Soit (X, <) un bon ordre.

(i) Montrer que existe une unique fonction de domaine X telle que pour tout x € X:

fx) = img(flx_,)-
(ii) Montrer que img f est un ensemble transitif.
(iii) Que peut-on dire d’autre de img f (et de f)?
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2.3 Récurrence transfinie et arithmétique des ordinaux
Rappelons encore une fois les deux formes du principe de récurrence sur les entiers :

Si P(0)etVnP(n) = P(n+1) alors Vn P(n) (R)
SiVn|[Vk < nP(k)] = P(n) alors VnP(n) (R)

Au lieu de considérer tous les ensembles bien ordonnés, nous pouvons nous restreindre aux ordinaux.

Théoréme 2.3.1 (Démonstration par récurrence transfinie bis). Soit P une propriété et a un ordinal, tels que I'une
des deux conditions suivantes est vérifiée :
(i) Pour tout B < a :si B = 0alors P(B); si B = S(v) alors P(7y) = P(B); et si B est limite alors [Vy <
B, P(7)] = P(B).
(ii) Pour tout B < w :[V7y < B,P(y)] = P(B).
Alors P(B) pour tout p < a.
La méme chose est d’ailleurs vrai quand on remplace « pour tout p < a » par « pour tout f € ON ».

Démonstration. La premiere condition implique la deuxieéme, et on a déja vu que la deuxieme suffit. |

D’une maniere semblable, quand nous construisons une fonction f sur les ordinaux, par récurrence trans-
finie, nous allons souvent considérer trois cas:

(i) Cas zéro : nous précisons f(0).
(ii) Cas successeur : quand & = S(fB), nous précisons comment obtenir f(«) a partir de f(B).

(iii) Cas limite : quand « est limite, nous précisons comment obtenir f(«a) & partir de f|[,.

Théoréme 2.3.2 (Construction par récurrence transfinie bis). Soient G et H deux relations fonctionelles, telle que
G associe i chaque paire d'un ordinal « et d’un ensemble x un ensemble G(w, x), et H associe a chaque fonction f défini
sur ordinal limite A un ensemble H(f). Alors il existe une unique relation fonctionnelle R qui a chaque ensemble x et
chaque ordinal « associe une fonction f = fy, o tel que :
(1) le domaine de f est S(a), £(0) = xq; pour tout B < aona f(S(B)) = G(B, f(B)), et pour tout ordinal limite
A<wona f(A) = H(fI,).
De plus, pour p < wona fy s = fxoulp

Démonstration. La condition (1) est exprimable en logique du premier ordre avec variables f, xo, a. Il suffit
donc de montrer que pour tout xp, « il y a précisément une fonction f qui satisfait (1). Sinon, il y a un ensemble
xp et un ordinal minimal « tel que soit il n'y a aucune fonction f, ou au moins deux fonctions f, tel que
(t) est vrai pour (f,xp,«). Si« = 0, alors f est la fonction 0 — x( qui est unique. Si « = S(B), alors par
minimalité il y a une unique fonction g tel que (1) est vrai de (g, xo, B); si f est la prolongation de g sur S(«)
par f(a) = G(B,g(B)) alors (1) est vrai de (f, xp, &), et pour toute fonction f’ tel que (1) est vrai de (f, xo, a)
ona f'[, = g par unicité pour f, ce qui implique f’'(«) = G(B, f'(B)) = G(B,g¢(B)) = f(a) et f' = f. Enfin, si
a est ordinal limite, alors pour tout f < a il y a une fonction fg tel que (fg, xo, B) satisfait (1) et f, = fgls(,)
pour ¥ < B.Si g = Up<q fp et f estla prolongation de g par « — H(g), alors (f, xo, &) satisfait (1); si f' est une
autre fonction tel que (f’, xo, a) satisfait (1), alors f'[g5) = fp = fls(p), ce qui implique f'[, = fT,, et donc

f'(a) = H(f'ls) = H(fla) = f(a), et f* = f. n

On pourrait définir les opérations ordinales en décrivant des opérations sur les bons ordres; pour gagner
du temps dans ces notes, on va simplement énoncer une définition par récurrence transfinie. Rappelons qu’on
note S(B) le successeur d'un ordinal B, c’est-a-dire le plus petit ordinal strictement plus grand que B.

Définition 2.3.3 (addition ordinale). Soit & un ordinal. On pose & + 0 = &, puis on définit par récurrence
transfinie sur B € ON l'addition ordinale & + § en posant:

+/3:{S("‘+7) sip=5(7)
sup ({a +¢: ¢ < B}) sip estlimite
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Par exemple, ona 1+ w = sup{l +n: n < w} = w. Par contre, w + 1 # w puisque w + 1 a un plus grand
élément; I'addition ordinale n’est donc pas commutative.

Exercice 2.3.4. La somme « + B est I’ordinal qui correspond au bon ordre sur ({0} x «) U ({1} x B) avecl'ordre
lexicographique, autrement dit la concaténation de « et .

Exemple. Utilisons une démonstration par récurrence transfinie pour montrer que 1’addition est associative, et
que sia # B alors pour toutdonad +a # 0+ B.

On veut commencer par montrer que, étant donnés trois ordinaux &, 8, yona (« + ) +v =a + (B + 7).
Raisonnons par récurrence sur 7y ; autrement dit, on va essayer de démontrer que pour tout ordinal -y la pro-
priété P(vy) définie par « Pour tous les ordinaux a, fona (x + ) +v = a + (B + ) » est vraie.

Notons qu’il n’y a rien a montrer si y = 0; ensuite supposons que 7y est tel que P(#) est vrai pour tout 7 < 7.
Si 7y est le successeur d'un certain 4, alors on a pour toute paire d’ordinaux («, §) (en utilisant la définition de
I'addition ordinale et notre hypothese de récurrence):

(a+B)+7=S({(a+pB)+)=S(a+(B+6))=a+S(B+5)=a+(B+7)

On voit donc que P(7) est vraie; reste a traiter le cas ol 7y est un ordinal limite. Dans ce cas on a (toujours en
utilisant la définition de I'addition, notre hypothéese de récurrence, et le fait que f + - est limite si  l'est, ce
qui est une conséquence directe de la définition de I’addition ordinale):

(a+pB)+r=sup{(a+p)+n:n<vt=sup{at+ (B+n):n <~}
=a+sup{f+n:n<g}=a+(B+7).

On voit donc que P(7y) est vraie, et on a fini de prouver que 1’addition ordinale est associative; ici le lecteur
attentif devrait se rendre compte que, méme s’il n’y a pas de difficulté particuliére dans le raisonnement, il faut
apporter un certain soin a la rédaction pour qu’elle soit correcte; par conséquent il faut s’entrainer a écrire ce
type de démonstration!
Venons-en a la deuxiéme propriété ci-dessus; fixons ¢ et « et essayons de montrer que pour tout > « on a
J +a < 6+ B. Raisonnons par récurrence sur f; si f = S(a) alors notre propriété est vraie puisque pour tout
ordinal y ona S(vy) > <. Maintenant si B > S(a) est tel que notre propriété est vraie pour tout 7 < B, alors:
-Sip=S(n)onad+B=06+S(n)=S0+n)>d+n>0+ua.
- Si B estlimitealorsonad+ p =sup{d+n: 7 < p} >+ S(a) > +a.

Ceci acheve la démonstration; notons pour rassurer le lecteur que la rédaction ci-dessus est particuliere-
ment lourde et détaillée, et que par la suite on évitera de trop rentrer dans le détail de raisonnements élémen-
taires comme celui-ci. Mais il faut vérifier qu'un raisonnement d’apparence élémentaire ne comporte pas de
difficulté cachée, et c’est ce que nous avons fait ci-dessus.

Dans la suite on utilisera toujours la notation & 4 1 pour désigner le successeur d'un ordinal «. Répétons
une derniére fois que a + 1 est simplement 1'ordinal obtenu en rajoutant a « un élément qui majore tous les
éléments de a; dans le monde un peu étrange des ordinaux, cela signifie que x +1 = a U {a}.

Définition 2.3.5. (multiplication ordinale) Soit « un ordinal. On pose «.0 = 0, puis on définit par récurrence
transfinie sur § € ON la multiplication ordinale «. en posant:

0B = (o) +a sip=9+1
F= sup ({a.g: & < B}) sip estlimite

Cette fois on a 2.w = w; l'idée de la multiplication ordinale est que “faire le produit de & par 3, c’est mettre
bout a bout B copies de a”.

Exercice 2.3.6. Montrer que a. est l'ordinal qui correspond au bon ordre sur « X § avec l'ordre anti-
lexicographique.

Exercice 2.3.7. Utiliser une démonstration par récurrence transfinie pour montrer que la multiplication est
associative, et que si « > 0 alors pour tout y > 1ona a < a.y. Prouver aussi que a(f + ) = a.p + a.7.

Les deux opérations définies ci-dessus sont associatives, on a bien comme attendu « + & = «.2, par contre
attention encore a la non-commutativité: on a vu que 1 + w = w tandis que w + 1 # w puisque w + 1 est
successeur; de méme 2.w = w tandis que w.2 = w + w > w.

Un exercice pour vous entrainer aux démonstrations par récurrence transfinie:
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Exercice 2.3.8. Montrer que tout ordinal « peut s’écrire de fagon unique sous la forme a« = 5+ 1, ot § est un
ordinal limite et # est fini.

Il nous reste a définir une derniére opération arithmétique sur les ordinaux: ’exponentiation.

Définition 2.3.9. Soit a un ordinal. On pose a’ = 1, puis on définit, par récurrence transfinie sur § € ON, af
en posant:

W o sip=79+1
~ \sup ({af: &< B}) sipestlimite

Exercice 2.3.10. Montrer que af est I’ordinal qui correspond au bon ordre sur
{f:B— a: f(x) = 0sauf pour un nombre fini de x}

avec l’ordre anti-lexicographique.

Par récurrence transfinie, on vérifie les propriétés suivantes.

— Etant donnés trois ordinaux &, 3,7y, on a (af )7 = aP.

— Etant donnés trois ordinaux &, B, y, on a aP .t = aPt,

— Etant donnés trois ordinaux «, ,y, sia > 1 et p > «y alors aP > .

Attention, les ordinaux et leur arithmétique ont beaucoup de propriétés contre-intuitives, et il faut donc
toujours vous assurer que vous savez démontrer ce que vous affirmez a leur sujet. Par exemple, montrons
qu'il existe un ordinal B tel que wf = B: partons par exemple de By = w, puis définissons par récurrence
Bui1 = wPr. La troisiéme propriété ci-dessus nous permet de vérifier que cette suite est strictement croissante;;
définissons B comme la borne supérieure des ;. C’est un ordinal limite (toute borne supérieure d’une suite
infinie strictement croissante est limite) et on a donc, par définition de I’exponentiation aux ordinaux limite,

wP = sup{whPr: n < w} =sup{Buy1:n <w}=4.

Question. L'ordinal w jouait-il un role particulier dans le raisonnement ci-dessus, ou peut-il étre remplacé par
d’autres ordinaux a ? Et que pensez-vous de 'existence d'un ordinal g > 1 tel que 8 = p“?

Notes bibliographiques. La présentation étant complétement standard, il serait un peu vain de présenter des

sources bibliographiques; le lecteur intéressé par une approche intuitive de la théorie des ensembles est invité
a consulter [ ].
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Chapitre 3

[ axiome du choix

Nous avons vu qu’un bon ordre sur un ensemble X correspond (d'une fagon unique) a une bijection entre
X et un (unique) ordinal &, ce qui reviens & une énumération de X de longueur a : X = {xg} g4, OU B > x4 est
I'isomorphisme. Si, par exemple, X est un ensemble de contraintes qu'une construction devrait satisfaire, ceci
permet de les traiter « une par une » par récurrence transfinie. Mais tout ensemble X admet-il un bon ordre?
Autrement dit, le principe suivant est-il vrai?

Principe du bon ordre. Tout ensemble admet un bon ordre.

Passons a autre chose. Soit { X; };c; une famille d’ensembles indexée par un ensemble I. Nous définissons
son produit cartésien :

11X = {fonctionsf: I—|JXitq. f(i) e X;Vie I}.
i i

Supposons que X; # @ pour tout i (sinon le produit est évidemment vide) et posons une question qui peut
paraitre étrange : le produit est-il non vide? Autrement dit, peut-on choisir un élément de chaque X; simulta-
nément? Si X; = X pour tout i, le produit est encore égal a la puissance

X! = {fonctions f: I — X},

qui est non vide (contient les fonctions constantes, par exemple). Si I est fini (isomorphe a un ordinal fini),
nous pouvons encore montrer que [[; X; # @ : autrement dit, nous pouvons toujours effectuer un nombre fini
de choix. Mais qu’en est-il d"un nombre infini? Enongons-le en tant que principe :

Axiome du Choix (AC). Le produit d'une famille d’ensembles non vides est non vide.

Pour un ensemble X, soit P(X)~ = P(X) \ {@}. Une fonction de choix pour X est une fonction f: P~ (X) —
X telle que pour tout @ # Y C X : f(Y) € Y. Il nest pas difficile de vérifier que AC est équivalent a : tout
ensemble admet une fonction de choix.

Finalement, considérons un principe fortement utilisé dans plusieurs domaines des mathématiques (pour
démontrer Hahn-Banach, I’existence d’idéaux maximaux, etc...)

Lemme de Zorn. Soit (S, <) un ensemble partiellement ordonné oir toute chaine est majorée (un ensemble inductif).
Alors S admet un élément maximal.

Nous démontrerons que modulo ZF, ces trois principes sont équivalents.

Théoréme 3.0.1. Modulo ZF, dont équivalents :
(i) Le Lemme de Zorn.
(ii) Le Principe du bon ordre.

(iii) L"Axiome du choix.
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Démonstration. (i) = (ii). Soit X donné, soit « I'ordinal de Hartogs correspondant, et soit
S = {application injective f: dom f € ON et img f C X}.

Alors S C P(a x X), donc c’est bien un ensemble, que 1’on munit de l'ordre partiel C. Soit C = {fi}ic; C S
une chaine : alors f = supdom f; est un ordinal et f = | f; est une application injective, f: B — X. Donc,
f € S majore C.

D’apres le Lemme de Zorn il existe f € S maximal, de domaine 8 = dom f. Siimg f # X, c’est qu'il existe
a € X \img f, etnous pouvons étendre (injectivement) f a § + 1, envoyant  — a. Ceci contredit la maximalité
de f, d’ottimg f = X, et nous avons un bon ordre sur X défini par:

a<pb <= f'a)<f'(b)dansp.
(ii) = (iii). Soit X un ensemble quelconque et < un bon ordre sur X. Nous définissons ¢: P~ (X) — X par:
¢(A) = min A.

Alors ¢ est une fonction de choix pour X.

(ili) = (i). Soit (S, <) un ensemble inductif, et soit ¢: P~ (S) — S une fonction de choix pour S. Soit &
l'ordinal de Hartogs de S, et * ¢ S. On définit par récurrence transfinie une application g: « — SU {*} comme
suit. Si x ¢ img g4, et img ¢[ 5 admet un majorant strict dans S, soit R I'ensemble de tous les majorants stricts

de imgglg et g(B) = ®(R). Sinon, g(B) = *.

En particulier, si y < B < wet g(B) # * alors g(B) > g(). Ainsi, si * ¢ img g on obtient une injection x — S,
ce qui n’est pas possible. Il existe donc un plus petit p tel que g(B) = *. Alors imgg[z C S est une chaine, et
admet un majorant s € S, mais aucun majorant strict. En conséquence, s est maximal dans S. u

L’axiome du choix a de nombreuses conséquences en mathématiques, dont certaines paraissent patholo-
giques. L'exemple le plus connu est sans doute l'existence de parties non Lebesgue-mesurables dans R. Cer-
tains mathématiciens refusent de ce fait I'axiome du choix; notons tout de méme que, contrairement a une idée
recue, celui-ci n’est pas équivalent a 1'existence de parties non Lebesgue-mesurables; autrement dit, supposer
que toute partie de R est Lebesgue-mesurable est plus fort que supposer que 1’axiome du choix est faux. Il
en va de méme du paradoxe de Banach-Tarski: c’est une conséquence de 1’axiome du choix qui ne lui est pas
équivalente (ce qui ne fait sans doute que renforcer 'envie de refuser ’axiome du choix!).

Par ailleurs, ’axiome du choix a de nombreuses conséquences qui, elles, paraissent tres utiles: théoréeme de
la base incompléete ou lemme de Krull pour les algébristes, théoréme de Tychonov pour les analystes... Et bien
stir on a vu que la théorie des ensembles devient tres vite trés compliquée’ si on n’a pas 1'axiome du choix,
puisqu’il est déja difficile de compter le nombre d’éléments d'un ensemble quelconque. Un autre exemple de
difficulté liée a I’absence de I'axiome du choix se trouve dans 1’exercice suivant.

Exercice 3.0.2. Montrer que I'axiome du choix est équivalent a I’énoncé suivant: si X, Y sont deux ensembles et
f: X — Y est une surjection, alors il existe g: Y — X telle que f(g(y)) = y pour touty € Y.

Dans la suite de ces notes, on utilisera sans vergogne 1’axiome du choix sous ses différentes formes. Ceci ne
correspond pas forcément aux usages actuels en théorie des ensembles, ot1 1’on se contente souvent d’utiliser
des formes plus faibles de 'axiome du choix, suffisantes pour faire de I'analyse mais n’impliquant pas que
tous les ensembles sont bien ordonnables.

Ainsi, on pourrait étre tenté de se contenter de 'axiome du choix dénombrable. Cet axiome, qui dit que si X, est
non vide pour chaque n < w alors [],,., Xu # 9, (ou, de maniére équivalente, qu’on peut choisir de maniére
simultanée un point dans chaque membre d'une famille dénombrable d’ensembles non vides), est fondamental
pour le développement de l’analyse. Par exemple, montrer que les deux définitions classiques de la continuité
pour des fonctions de R dans R (par les suites/image inverse d'un fermé est fermé) sont équivalentes requiert
l'axiome du choix dénombrable...

Exercice 3.0.3. Montrer que I'axiome du choix dénombrable entraine que toute réunion dénombrable d’en-
sembles dénombrables est dénombrable (rappelons qu'un ensemble est dénombrable s’il est équipotent a w).
Montrer que si toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable alors tout produit
dénombrable de parties dénombrables non vides est non vide ''.

i. Ce qui n’est pas forcément une mauvaise chose!
ii. et ce fait est indépendant de ZF.
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En réalité, I’axiome du choix dénombrable n’est pas suffisant pour les analystes. En effet, en analyse on a
souvent besoin de construire des suites en utilisant le principe suivant: supposons qu’étant donnés x, ..., xy
tel que P({xq,...,x,}) est satisfaite (o1 P est une certaine propriété des ensembles finis) j'arrive a trouver un
x tel que {x1,...,x,, x} ala propriété P; alors je suis capable de construire une suite (x),eN tel que pour tout
nonait P({x1,...,x,}).

Ce procédé est a la base de beaucoup de constructions par « approximations successives » et devient légal
quand on s’autorise a appliquer I'axiome des choix dépendants.

Définition 3.0.4. L'axiome des choix dépendants est 1’énoncé suivant:
Soit X un ensemble et R une relation binaire sur X telle que pour tout a € X il existe b € X satisfaisant a R b.
Alors il existe une suite (x,),eN d’éléments de X tels que x,; R x,,11 pour tout n.

Notons que I’axiome du choix implique I’axiome des choix dépendants, qui implique a son tour I'axiome du
choix dénombrable; on peut montrer qu'aucune des implications réciproques n’est vraie. Enfin, remarquons
que l'axiome des choix dépendants, s’il est suffisant pour développer 'analyse classique, ne permet pas de
démontrer 1’existence d’ensembles non Lebesgue-mesurables; il semble raisonnable d’affirmer que cet axiome
est accepté par une grande majorité des mathématiciens contemporains, y compris ces étres étranges que sont
les théoricien(ne)s des ensembles.

Pour simplifier ’exposition dans la suite, on utilisera I'axiome du choix « classique ». Il est en tous les cas
important de savoir quand la démonstration d"un théoreme utilise 1’axiome du choix.

Notes bibliographiques.

En ce qui concerne I'axiome du choix, il existe une véritable encyclopédie [ ] présentant ses multiples
formes; on pourra y trouver des références sur certains résultats énoncés sans référence dans le corps du cha-
pitre ci-dessus. On pourra aussi consulter [ ], etle livre de S. Wagon [ ] est également tres instructif.
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Chapitre 4

Cardinaux

4,1 Définition des cardinaux

Nous cherchons ici a mesurer les « tailles » des ensembles, ce qui revient a les comparer.

Définition 4.1.1. On dit que la cardinalité (ou, dans certains textes, la puissance) d'un ensemble X est inférieure
a celle de Y, et on note |X| < [|Y], s'il existe une injection de X dans Y, et on dit que X et Y ont la méme
cardinalité, ou qu’ils sont équipotents (noté | X| = |Y|), s'il existe une bijection de X sur Y.

Notez bien que pour l'instant nous n’avons pas donné un sens a la cardinalité « | X| » en dehors d'une telle
comparaison. Montrons déja que les deux notions (égalité et ordre sur les cardinalités) sont bien compatibles :

Théoreme 4.1.2 (Schroder-Bernstein). Si |X| < |Y]et |Y| < |X| alors |Y| = |X].

Démonstration. Soit X,Y deux ensembleset f: X — Y, g: Y — X deux injections. Bien stir, ona X D g(Y) 2
2(f(X)), et go f est une injection de X dans X. On voit donc qu’il suffit de prouver que, si X est un ensemble,
f: X — X une injection et Y C X est tel que f(X) C Y C X alors il existe une bijection de X sur Y. En
réfléchissant a ce cas, on est amené a considérer Z = (J,>¢ f"(X \ Y), et la décomposition X = ZU (X \ Z).
Onnote que f(Z) = YNZet X\ Z =Y \ Z, et on peut donc poser

2(x) = {f(x) six € Z,

X sinon.

En utilisant f(Z) = YNZet X\ Z =Y \ Z, ceci donne une bijection de X sur Y.

Plus formellement, on définit par récurrence une suite f, : X — Y pour n € w telle que f,, 11 = f o f, pour
toutn € w, eton pose Z = U,c fn(X \Y). Alors on a toujours f(Z) = YNZet X\ Z =Y \ Z, etla fonction
g ci-dessus est la bijection recherchée. |

Autrement dit, s’il existe une injection de X dans Y et une injection de Y dans X alors il existe une bijection
de X sur Y, et nos notations sont bien cohérentes et définissent un ordre partiel sur les cardinalités, c’est
a dire sur les classes d’équipotence. Nous nous posons deux questions naturelles : cet ordre est-il total, et
deux, comment trouver pour chaque X un représentant canonique de sa classe d’équipotence? D’une certain
manieére, les deux se heurtent aux méme obstacle, ’axiome du choix.

Considérons d’abord la question du représentant.

Définition 4.1.3. Un cardinal est un ordinal qui n’est équipotent a aucun ordinal strictement plus petit.

Si deux cardinaux x et A sont équipotents ils sont donc égaux, et un ensemble est équipotent tout au plus a
un unique cardinal. En outre, si X et Y sont équipotents a des cardinaux x et A, respectivement, alors |X| < |Y|
si et seulement si k < A et |[X| = |Y] si et seulement si k = A. Nous pouvons donc définir le cardinal de X, noté
|X|, comme étant 'unique cardinal équipotent a X, si un tel existe, et ceci est compatible avec nos définitions
précédentes. Reste la question d’existence :

Lemme 4.1.4. Soit X un ensemble. Alors X est équipotent a un (unique) cardinal si est seulement si X admet un bon
ordre.
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Démonstration. Exercice. [ |

Théoréme 4.1.5. Sont équivalents :
(i) Tout ensemble est équipotent a un (unique) cardinal.
(ii) Les cardinaux de tous deux ensembles sont comparables : | X| < |Y|ou |Y| < |X].
(iii) L’axiome du choix.
Démonstration. (i) = (ii). Soient ¥ = |X| et A = |Y| leurs cardinaux. Puisque ce sont des ordinaux, il sont
comparables.

(ii) == (iii). Soit |X| un ensemble, et « son ordinal de Hartogs. Alors, par définition de «, il est impossible
que |a| < |X]|. Donc | X| < |a|, et 'injection de X dans a induit un bon ordre sur X. Ainsi tout ensemble admet
un bon ordre, ce qui équivaut ’axiome du choix.

(iif) = (i). D’apres le Lemme précédent et 1’équivalence entre 'axiome du choix et le principe du bon ordre.
[ |

Il est immédiat que si a est un ordinal alors |a| < a.
Exercice 4.1.6. Tous les ordinaux finis sont des cardinaux. L'ordinal w est un cardinal.

Par contre, w + 1 n’est pas un cardinal, pas plus que w + w, w.w... Ces trois derniers ordinaux sont tous
dénombrables, i.e équipotents a w.

I1 existe pour tout x des ordinaux qui ne sont pas équipotents a une partie de x (e.g., I'ordinal de Hartogs
associé a «), et donc des cardinaux A tels que ¥ < A. Notons que toute classe non vide de cardinaux a un plus
petit élément (puisque c’est en particulier une classe non vide d’ordinaux).

Définition 4.1.7. Etant donné un cardinal x, on note x* le plus petit cardinal strictement plus grand que «.

Exercice 4.1.8. Montrer que L'ordinal de Hartogs associé a un ensemble quelconque X est un cardinal. Montrer
que pour un cardinal « :

k" = l'ordinal de Hartogs associé a k = {a € ON: |a| < «}.

Définition 4.1.9. Six > 0 est un cardinal de la forme A" pour un certain cardinal A, on dit que « est un cardinal
successeur ; sinon, on dit que « est un cardinal limite.

Ici, attention a la terminologie: tous les cardinaux infinis sont des ordinaux limites; par contre, ce ne sont
pas tous des cardinaux limites. Notons que, si x est un cardinal et sil existe un plus grand cardinal A < « alors
onax = AT et x est donc un cardinal successeur; par contre, si « est limite, alors « est égal a la réunion des
cardinaux qui lui sont strictement inférieurs.

Lemme 4.1.10. Soit A un ensemble de cardinaux. Alors sup A dans le sens des ordinaux (qui est égal a |J A) est aussi
un cardinal.

Démonstration. Soit « = sup A. Il suffit de montrer que si p < a alors |B| < |a|. Eneffet, si p < a il existe x € A
telque B < k. Orx = || < |a|, d’out |B| < B < |a]. |

Définition 4.1.11. (Alephs)
On définit par récurrence transfinie R, pour tout ordinal «, en posant Ny = w puis

- N;{ sia =p+1
e supﬁqN/g si o est limite

On voit a partir de la définition que, si # < 8 sont deux ordinaux, alors ¥, < N B- Avec le résultat précédent,
on démontre par récurrence transfinie que N, est un cardinal pour tout a. Par récurrence transfinie, on peut
également vérifier la propriété suivante.

Proposition 4.1.12. Pour tout ordinal w, on a a0 < N,.
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Notons qu’il est possible que I'inégalité précédente soit une égalité: aussi contre-intuitif que cela puisse
paraitre, il existe des ordinaux « tels que « = R, ".

Proposition 4.1.13. Tout cardinal infini est de la forme R, pour un unique ordinal «.

Démonstration. L'unicité est connue, montrons l’existence. Soit x un cardinal infini : k¥ > Ry. Puisque x < Ry, il
existe un plus petit a tel que ¥ < N,.Si @ = Onous avons x > Np;sia = f+ 1 alors Ng <K, d’ot1 x > Ng = N,;
et si « est limite Nﬁ < x pour tout B < a, d'ou R, = SUpg_, Nﬂ < k. Ainsi, k = N,. [ |

En conclusion, la classe des cardinaux consiste en les ensemble des cardinaux finis, plus les Ry,

{cardinaux} = {cardinaux finis} U {R,: « € ON} = w U{R,: a € ON}.

4.2 Arithmétique des cardinaux

Commencons par définir la somme et le produit de deux cardinaux. Avant cela, on a besoin d'un peu de
terminologie: si X, Y sont deux ensembles alors on définit leur union disjointe X I1 Y par

X1y = (X X {0}) U (Y X {1})
Définition 4.2.1. Soit ¥ et A deux cardinaux. On définit :
X[+ [Y[=|X1OY], |X]-|Y]=]XxY]|
Il faudra tout d’abord vérifier que ces opération son compatibles avec I’équipotence, et croissantes :

Proposition 4.2.2. Supposons que | X| < |X'| et |Y| < |Y']. Alors |[XITY| < |X'TTY'| et | X x Y| < |X' x Y'|. De
la méme fagon, si |X| = |X'| et |Y]| = |Y/|alors [ XITIY| = |X'TTY'| et X x Y| = |X' xY/|.

Démonstration. Soit f: X — X' et g: Y — Y’ deux injections (respectivement, bijections). Alors on peut définir
une fonction F: XITY — X' 1T Y’ en posant

{F(x,m = (f(x),0)
F(y,1) =(gw).1)

La vérification que F est bien une injection (bijection) est immédiate. De méme, on peut définir une injection
(bijection) G: X x Y — X’ x Y’ en posant G(x,y) = (f(x),g(y)). O

En particulier, si x et A sont des cardinaux, alors k + A = |k [L A| et k - A = |k x A|, et ce sont également des
cardinaux (pensez a la somme et au produit des ordinaux pour voir que « IT A et ¥ x A sont bien ordonnables,
méme sans l'axiome du choix). Par contre, ces opérations sont le plus souvent distinctes de la somme et le
produit des ordinaux : par exemple, la somme ordinale w + w est strictement plus grande que w, or nous
verrons que la somme cardinale ¥ + ¥ vaut 8. Notez d’ailleurs que nous écrivons w quand nous pensons a
I'ordinal et 8y quand nous pensons au cardinal, bien que w = N.

Lemme 4.2.3. Soient X, Y et Z des ensembles. L'addition et la multiplication des cardinalités sont commutatives et
associatives, et la multiplication est distributive au-dessus de 'addition :

(XI+ Y[ =N+ [X], X[+ YD) +[2] = [X] + (Y] +]2]),
(XY= 1Y 1x], (X YD - 12] = [X]- (Y- 12)),
X[+ 1Y) - [2] = X[ - |Z] + [Y]- 2]

Démonstration. Exercice. [ |

Restreignons-nous aux opérations arithmétiques sur les cardinaux, pour l'instant.

i. C’est d’ailleurs un bon exercice; pour le montrer, inspirez-vous de la preuve du fait qu'il existe un ordinal § tel que g = wP
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Lemme 4.2.4. Soient « et B deux ordinaux. Malgré I'ambiguité, notions « + P leur somme ordinale, et par |a| + |B| la
somme cardinale de leur cardinaux, et de fagon semblable pour le produit. Alors

o+ Bl = || + (B, [aB] = [al|B].

Démonstration. D’apres la représentation de a 4 f comme une concaténation d’ordre et de 3 comme un ordre
lexicographique. u

Puisque tout ordinal fini est un cardinal, et puisque la somme et le produit de deux ordinaux finis sont finis
(pourquoi est-ce vrai?), nous obtenons :

Lemme 4.2.5. Sur les cardinaux finis, la somme et le produit ordinaux coincident avec la somme et le produit cardinaux.

L’addition et la multiplication des cardinaux finis sont déja connues, donc. Si par contre au moins 1'un de x
et A est infini, ’addition et la multiplication deviennent assez inintéressantes.

Lemme 4.2.6. Soit x un cardinal infini. Alors x - x = .

Démonstration. On le démontre par récurrence sur k. On définit d’abord une relation d’ordre sur x X « :

max(a, ) < max(a’, ) ou
((zx,ﬁ) = (o, ﬁ/)) <= ( max(a, f) = max(a/, p') et < o’ ou
max(a, B) = max(a/, f')eta =a’ et p < p.

11 est facile de vérifier que < est une relation d’ordre total sur x X x; pour voir que c’est un bon ordre, soit A
un ensemble non vide contenu dans x X k. Posons :

v = min{max(«, B): (a,p) € A},
aop = min{a € ON: 3 t.q. v = max(x, B) et (&, B) € A},
Bo = min{B € ON: v = max(ag, B) et (xp, B) € A}.

I est facile de vérifier que («p, o) = min A.

Soit S C & x x un segment initial propre. Nous avons alors S = (k X k) (, g) pour une certain paire
(a, B) € x x k. Par définition, S C (a+1) x (B+1),eta, f < k,d’otta+1,+1 < « (car tout cardinal infini est
un ordinal limite). Si « et B sont finis alors S| < (x +1)( + 1) < w < . Sinon, soit ¥ = max(|a + 1|, |+ 1]).
Alors y < max(a+1,B+1) < k, et d’apres I'hypothese de récurrence |S| < |[a +1|- [B+ 1| =pu x p = pu < k.
Ainsi, le cardinal d"un segment initial propre de x x x est strictement plus petit que x.

Or, puisque tout deux ordinaux sont comparable, ou bien x est isomorphe a un segment initial propre de
K X &, ou bien x X x est isomorphe a un segment initial (non nécessairement propre) de x. Puisqu’on a exclu la

premieére possibilité, c’est nécessairement la deuxiéme, d’ottx - ¥ < x.Orx =1« <« - x, d’ott 'égalité. |
Remarque 4.2.7. 1l en découle, a 'aide de I'axiome du choix, que | X x X| = |X| pour tout ensemble X. En fait
la réciproque est vraie aussi: | X x X| = |X| pour tout X implique AC.

Proposition 4.2.8. Soit x,A deux cardinaux non nuls, dont au moins un est infini. Alorsonax +A = k- A =
max(x, A).

Démonstration. On peut supposer que k¥ = max(x, A). Alors

k=k-1<x-A<k-kxk=x,
k=k+0<x+A<x+x=rx-2=max(x,2) = «. [ ]

Au final, la somme et le produit des cardinaux ne sont pas bien intéressants... Définissons quelques opéra-
tions un peu plus complexes.

Définition 4.2.9. Soit X et Y deux ensembles. Nous définissons

XY = {fonctions f: Y — X}.

22



Exercice 4.2.10. Si Xo, Xj (resp. Yp, Y1) sont des ensembles équipotents, alors Xsf" et X{ ! sont équipotents.

A partir de maintenant il convient de supposer 'axiome du choix — sans cela, méme si X et Y sont bien
ordonnables, X¥ pourrait ne pas I'étre, et bien que ce ne soit par trop génant, nous préférons simplifier un peu
la situation.

Définition 4.2.11. Pour des cardinaux «, A nous définissons la puissance cardinale x* comme le cardinal de
I’ensemble des fonctions de A dans « (i.e., avec notre notation ambigué, Kt = |K/\|...).

On retrouve sans difficulté les propriétés usuelles de 1’exponentiation.
Exercice 4.2.12. Montrer que pour trois cardinaux x, A, 4 on a (K/\)H = kM et kM xH = kAR,
Exercice 4.2.13. Montrer que pour tout 0 < n < w et x infini : ¥" = «.

Souvent, on peut utiliser le théoréme de Schroder-Bernstein, en conjonction avec les propriétés de l'arith-
métique cardinale, pour montrer des égalités entre cardinaux. L’exercice suivant fournit un exemple d"une telle
situation.

Exercice 4.2.14. Montrer que pour tout cardinal infini ¥ on a 2¥ = «*.

D’une certaine fagon, ’opération arithmétique la plus mystérieuse/la plus intéressante sur les cardinaux
est ’exponentiation. Nous remarquons d’abord que pour tout « nous avons 2* = |P(x)| > x (comment obtenir
cette derniere inégalité ?)

Théoréme 4.2.15 (Cantor). Soit X un ensemble. Alors il n'existe pas d’application surjective f: X — P(X). Par
conséquent, 2 > x pour tout cardinal x.

Démonstration. Soit f: X — P(X), et posons:
Y={xeX:x¢f(x)}

Supposons, par I'absurde, que Y € img f. Alors Y = f(x() pour un certain xy € X. Par définition de Y, ceci
donne xp € Y <= xg ¢ f(x9) = Y, ce qui est absurde. Ainsi, aucune application f: X — P(X) ne peut étre
surjective.

On sait donc produire une classe strictement croissante et non bornée de cardinaux, en répétant 1’opération
x > 2¥ et en prenant le sup aux ordinaux limite:

Jo = RN, Tesr =278, Jy = sup Jg pour a limite.
B<a

Y a-t-il des cardinaux qui n’apparaissent pas dans cette énumération?

Définition 4.2.16. L'hypothese du continu (HC) est 1’énoncé 280 = Ny,
L'hypotheése du continu généralisée (GCH) est 'énoncé affirmant que 2° = « ™ pour tout cardinal infini x, ou
encore, que N, =3, pour tout «.

L’idée sous-jacente de I'hypothese du continu est qu’on peut « voir » N, de cardinal ¥, et R, de cardinal
2%, mais on ne voit pas d’ensemble de réels qui soit de cardinal intermédiaire. La question est donc: en existe-
t-il? Pendant longtemps cette hypothese a paru naturelle; Godel a prouvé qu’elle était consistante avec les
axiomes de ZFC. Mais dans les années 60, Paul Cohen a montré, en utilisant la méthode du forcing, que la
négation de I'hypothése du continu était aussi consistante avec ZFC, autrement dit HC est indépendante de
ZFC. Aujourd’hui, la plupart des théoriciens des ensembles considerent qu’il n’y a aucune raison de limiter la
richesse de la théorie en imposant arbitrairement que I’hypothese du continu soit vérifiée; il existe des axiomes
(« grands cardinaux ») menant a une théorie tres riche dans laquelle 'hypothese du continu est fausse.
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On peut aussi vouloir faire une somme/produit d’une infinité de cardinaux; dans ce cas, le recours a
I'axiome du choix s’avere indispensable; on laisse la vérification de la propriété suivante en exercice.

Définition 4.2.17. Soit {X;};c; une famille d’ensembles, indexée par un ensemble I. Nous définissons sa
réunion disjointe (ou co-produit) comme suit, et rappelons a ’occasion la définition d’un produit cartésien :

LIXi=UXix{i},
iel icl

[ [ Xi = {fonctions f: I — | J Xjt.q.f(i) € X;}.

iel
Ainsi X X Y = [[yey X et X =TL,ey X.
Définition 4.2.18. Soit I un ensemble et pour i € I soit A; un cardinal. Alors

L A= LA TTa= TTA

i€l icl icl i€l

7

ot1, comme pour l'exponentiation, par |[];c; A;| nous entendons le cardinal du produit cartésien infini.
Lemme 4.2.19. Si I est infini et A; > 1 pour tout i, alors
Y Ai = |I|sup A;.
iel iel
Démonstration. Soit A = sup A;. D'un c6té,
YA <Y A=]IA
i€l iel
D’un autre co6té, on a
Y A=Y 1=]1,
i€l i€l
et} A; > Ajpourtoutj € I, sibien que },A; > A. Ainsi,
Y A > max|I|,A = [I|A,
puisque A > 1 et I est infini. |

Exercice 4.2.20. A l'aide de l’axiome du choix, vérifier que si (Xy)q< et (Ya)a<) sont tels que | Xy | = |Yy| pour

tout a« < A alors on a
LI Xe| =[] Ya| et ] Xe| =|]] Yo

x<A a<A a<A x<A
Exercice 4.2.21. Soit « un ordinal et Xz un ensemble pour tout § < a. Montrer que

[ X (Hxﬂ>ﬂxa [ X :|<Hxﬁ>><xa

B<a B<a B<a B<a

et

7

Passons au Théoréeme de Konig. Avant de 1’énoncer, notons qu'il est assez difficile d’obtenir des inégalités
strictes dans l’arithmétique des cardinaux. A titre d’exemple, bien que 2 < ¥j et que l'on s’attendrait a ce
qu’une somme soit plus petite qu'un produit, on a :

Y 2=No= ) Ny,

i<w i<w

N
[T2=2% =" =T,
i<w i<w
Y 2% = 2% = TT2%,
i<w i<w

Pour obtenir une inégalité stricte qui tient en toute généralité, on est ramené au résultat suivant. L'unique autre
inégalité stricte que 1'on a déja vue, 2° > «, en est d’ailleurs un cas particulier (comment?)
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Théoreme 4.2.22 (Konig). Soient (k;);cy et (A;)ic; deux familles de cardinaux tels que pour tout i on ait x; < A;. Alors
ona
ZKi < H)\i .
icl icl
Démonstration. Montrons d’abord 1'inégalité large. En effet, pour chaque i € I et & < x;, posons
. 0 i #],
ia: I = ON, =
Siw 400 {a 1o

Alors («, ) — gj , est bien une injection [ [x; — [TA;.

Pour prouver que l'inégalité est stricte, on raisonne par 'absurde et on suppose que ) x; = []A;, c’est a
dire qu'il existe une bijection f: [[x; — [TA;. Pour chaque j € I, soit 7t;: []; A; — A; la projection sur la jéeme
coordonnée. Considérons l'application /;: x; — A; donnée par h;j(a) = 7j o f(a,j). Puisque k; < A;, elle n’est
pas surjective, il existe donc un plus petit 8; < A; qui nest pas dans I'image. Nous avons x = (B;)ic; € [1; Ai,
est il doit exister donc («, j) € [];x; (Cest a dire, j € I et < x;) tel que f(a,j) = x. Or, dans ce cas:

B # hj(w) = mjo f(a,j) = i((Bi)i) = Bj-

Cette contradiction montre qu’une telle bijection f ne peut exister, et compleéte la preuve. n

Le raisonnement ci-dessus est un bon exemple de raisonnement diagonal : pour chaque j € I on a choisit ;
tel que, ala fin, f(«, j) ne pourra étre égal a x pour aucun a < ;.

Exercice 4.2.23. En utilisant le fait que tout réel admet un développement décimal !, prouver a I'aide d’un
raisonnement diagonal que R n’est pas dénombrable.

4.3 Dénombrabilité

Dans cette section, on va détailler un peu une notion fondamentale en mathématiques: la dénombrabilité.
On a pu croire un temps que cette notion n’était omniprésente qu’a cause de limites techniques, mais elle
semble toujours aussi importante aujourd’hui malgre I’avancée des mathématiques ™.

Définition 4.3.1. Un ensemble X est dénombrable si |X| < N.
(Selon certains usages on réserve ce terme aux ensembles infinis, et exige donc que |X| = N;.)
Lemme 4.3.2. Soit X dénombrable et f: X — Y une application surjective. Alors Y est dénombrable.

Démonstration. On peut supposer que X C w. Dans ce cas nous définissons une application injective g: ¥ — w
par g(y) = min f 1 ({y}), d’ou | Y] < Ry. m

Lemme 4.3.3. Soit X un ensemble dénombrable. Alors I'ensemble des parties finies de X, que I'on notera Pfi*(X) est
dénombrable.

Démonstration. 11 suffirait de montrer que I'ensemble des parties finies de w est dénombrable. En effet, pour
k < w, notons par P¥(w) I'ensemble des partie de w de cardinal k. Chaque membre de P¥(w) admet une
énumération croissante de longueur k, ce qui donne une injection de P*(w) dans w*. Ainsi :

‘Pfin(w” _ Z |'Pk(a))| < Z |wk| = Z Rg = Vg - |w| = Vg - Ry = Ry.

k<w k<w k<w

ii. Attention tout de méme: parfois il en existe deux!

iii. Il est peut-étre pertinent de rappeler ici la fameuse citation de Weyl ([ ]), faisant entre autres allusion a la définition des filtres
censés éliminer 'usage des suites: « Avec le recul que donnent les quarante derniéres années, on sourira sans doute du zele que j’apportais
al'expulsion du dénombrable: chassé par la porte, il a fini par rentrer par la fenétre » .
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Remarque 4.3.4. Avec ce qu’on a vu, I'égalité Yy, |w| = Yo No exige I'axiome du choix (car, pour chaque
k, il faudrait choisir une bijection encore w* et w). Or, nous avons déja vu qu'il existe une bijection canonique
entre x2 et x pour chaque cardinal «, et donc en particulier pour ¥ = Xy = w. On en construit (par récurrence
sur k) une bijection canonique entre w* et w pour chaque 0 < k < w, et I'axiome du choix n’est plus nécessaire.
Modulo un peu d’arithmétique dans N, nous pouvons donner une preuve encore plus directe : 'application
qui envoie Y € PN (w) a ¥,y 2" est une bijection entre Y € PN (w) et w.

L'importance de la dénombrabilité vient, au moins en partie, du fait que beaucoup des notions que 1'on
considere en mathématiques s’expriment a partir d’énoncés finis dans un langage fini ou dénombrable, ce qui
entraine que beaucoup de structures « engendrées » par des ensembles dénombrables restent dénombrables.
Ce phénomene sera particulierement utile dans la partie du cours consacrée a la théorie des modéles. Donnons
simplement un exemple, pour manipuler un peu cette notion de dénombrabilité.

Exemple. Soit G un groupe, et A C G une partie dénombrable. Alors le sous-groupe de G engendré par A est
dénombrable.

Démonstration. Supposons que A est dénombrable; alors A~! = {a~!:a € A} est aussi dénombrable (il est
équipotent a A) et donc A U A~! aussi. Par suite, quitte & remplacer A par AU A~!, on peut donc supposer,
pour se simplifier la vie, que A est symétrique (i.e stable par I'application inverse). Alors, le groupe engendré
par A est égal a I'ensemble

{m...ap:k<wetay,...,ap € A}

Notons que, par convention, le produit vide, obtenu quand k = 0, est égal a 1’élément neutre de G.
En particulier, le groupe engendré par A est égal a la réunion, pour k < w, des ensembles

Ar={ay...ap:a1q,...,ap € A}

Chacun des ensembles Ay, est I'image de AX par la fonction qui associe a; ... ax a (ay,...,a;), par conséquent
chaque Ay est dénombrable et donc le sous-groupe engendré par A est lui aussi dénombrable. O

Notons que cette remarque n’a rien a voir avec les groupes; elle est valable aussi bien pour toute
autre structure algébrique (anneau, corps, espace vectoriel,...) qui ne comporte qu'un nombre dénom-
brable d’opérations. En réalité, elle n’a rien a voir avec Xy non plus, un ensemble de x éléments engendre
une sous-structure de cardinal au plus x + Ry. Mais elle s’avere particulierement utile dans le cas dénombrable.

Les ensembles dénombrables sont stables par d’autres types d’opérations, par exemple celles liées a l'arith-
métique des ordinaux.

Exercice 4.3.5. Montrer que, si « et § sont des ordinaux dénombrables, alors « + B, «. et aP sont encore des
ordinaux dénombrables. Montrer que w“! = wj, ol w; est le plus petit ordinal non dénombrable, et qu'il
existe pour tout ordinal dénombrable « un ordinal dénombrable p > a tel que wP = B.

Remarquons que, quand on y pense A w; comme & un cardinal, on lui a donné un autre nom: Xy. Il n’est
pas trop difficile de prouver que Q est dénombrable. Ceci nous permet de calculer le cardinal de R, comme le
montre l'exercice suivant.

Exercice 4.3.6. Montrer que |Q| = Ry, puis montrer que |R| = 2%. Pour le second point, on pourra considérer
'application f: R — P(Q) définie par

f(x)={g9€Q:q<x}.

Finissons cette section par une petite question d’apparence innocente: si on oublie I'axiome du choix, tous
les ensembles infinis contiennent-ils un sous-ensemble dénombrable ? Mais, au fait, qu’est-ce qu'un ensemble
infini?

Définition 4.3.7. Un ensemble est infini s'il n’est équipotent a aucun ordinal fini. Un ensemble X est Dedekind-
infini s’il existe une injection non surjective f: X — X.

Une autre définition possible d’un ensemble infini serait: un ensemble qui contient un sous-ensemble équi-
potent a w. On a en fait déja introduit cette définition, comme le montre 1’exercice suivant.

Exercice 4.3.8. Montrer qu'un ensemble est Dedekind-infini si, et seulement si, il contient un sous-ensemble
dénombrable.
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Exercice 4.3.9. En utilisant I'axiome du choix dénombrable, montrer que tout ensemble infini est Dedekind-
infini.
L’équivalence entre ces deux notions (ensemble infini/ensemble Dedekind-infini) est en fait indépendante

de ZF! On peut prendre cela comme une confirmation du fait que I’axiome du choix dénombrable est relative-
ment naturel.

4.4 Cardinaux réguliers et cofinalité

Avant de conclure ce chapitre sur les cardinaux, nous allons évoquer une notion importante dans I'étude
des propriétés des cardinaux; la régularité.

Définition 4.4.1. Soit & un ordinal. Nous définissions sa cofinalité, cf(a) comme étant le plus petit cardinal
d’une partie non majorée de a.

Remarque 4.4.2. La cofinalité de 0 est 0; la cofinalité d'un ordinal successeur est 1. Pour un ordinal limite on a :
cf(a) = min{|A|: ACaet supA = a}.

Lemme 4.4.3. Soit A un cardinal infini. Alors cf(A) est le plus petit cardinal infini x tel qu'il existe une suite (A; : i < k)
avec Aj < AetY Aj = A.

Démonstration. Dans un sens, soit k = cf(A). Si k = A alors I'existence d’une telle suite est évidente (A; = 1
pour tout i < A, par exemple). Si x < A, soit A C A non majoré, |A| = «.

Li=|U:

i€cA i€cA

A=x-A>Y il = >

i€A

= Al = A

La suite (|i| : i € A) convient.
Réciproquement, supposons qu’une telle suite (A; : i < k) existe. On peut supposer que A; # 0 pour tout i.
Alors

A=) A; =xsupA; = max(k,sup A;).
i<k i i
Ork <A, doncA =supAouA={A:i<x}CA |

Définition 4.4.4. Un cardinal infini x est dit réqulier si cf(x) = x, i.e., si pour toute partie X C «x de cardinal
strictement inférieur a x on a sup X < . Un cardinal qui n’est pas régulier est dit singulier.

Ainsi, Ry est régulier, alors que R, est singulier.

Dans les deux exercices suivants, que vous traiterez en TD, on étudie quelques propriétés de cette notion.

Exercice 4.4.5. (i) Montrer que cf(«) est le plus petit ordinal 7 tel qu'il existe une fonction f : v — a dont
I'image ne soit pas strictement majorée.

(ii) Montrer que cf(«) est un cardinal régulier, pour tout ordinal «.

(iii) Montrer que si « est limite, alors cf(a) = cf(Ry).
Exercice 4.4.6. Soit x un cardinal; monter que cf(x) est le plus petit cardinal y tel que « soit la réunion de u
ensembles de cardinal strictement inférieur a «.

Proposition 4.4.7. Tout cardinal successeur infini est régulier.

Démonstration. Fixons un cardinal successeur infini k", et soit 4 = cf(x ™). Alors il existe A; < x*, donc < «x,
tels que

kT =Y A <) k= px = max(y,«),

i<p i<p

27



Par contre, les cardinaux limites sont bien souvent singuliers (par exemple, R,). C’est par exemple le cas
de N, qui est une union dénombrable d’ensembles de cardinal strictement plus petit que lui. On est amené
a se poser la question suivante: existe-t-il un cardinal différent de Xy qui soit a la fois régulier et limite? Un
tel cardinal est dit inaccessible. Une version plus forte de la méme définition est souvent utilisée : on dit qu'un
cardinal ¥ > N est fortement limite si A < x implique 2* < « (et non seulement A™ < «), et qu'il est fortement
inaccessible s'il est a la fois fortement limite et régulier. Tout cardinal fortement limite est limite, et tout cardinal
fortement inaccessible est inaccessible.

Il se trouve que I’existence d’un cardinal inaccessible n’est pas démontrable dans ZFC : en fait, a partir de
ZFC + “il existe un cardinal inaccessible” on peut démontrer que ZFC est cohérent, ce que, d’apres le théoreme
de Godel, on ne peut pas démontrer du systeme ZFC seul ! Il est plus facile de voir ceci pour les cardinaux
fortement inaccessibles.

Exercice 4.4.8. Définissons pour chaque ordinal « :

1% a=20
Vo =4 P(Vp) x=p+1
Up<a Vp & limite.
Montrer que si A est fortement inaccessible alors V), (qui est un ensemble), muni de la relation usuelle €, est
un modele de ZFC.

Enongons deux corollaires du Théoréme de Kénig.
Corollaire 4.4.9. Pour tout cardinal infini x, on a x < k),

Démonstration. Fixons x; < x,i < cf(x), tels que x = Y ¢, Xi-
Ces «; existent par définition de cf(x). Alors on a, d’apres le lemme de Konig:

k=Y < [] x = k)|

i<cf(x) i<cf(x)
Ceci conclut la preuve. [ |
Corollaire 4.4.10. Pour tout cardinal infini x, on a cf(2%) > «, et en particulier 2¥ > «.
Démonstration. Appliquons le corollaire précédent a 2*: on obtient
25 < (2%)ef(2) — prck(2Y)
Ceci n’est possible que si k < «.cf(2¥) = max(x, cf(2)). O

Ceci a pour conséquence une restriction a la négation de I’hypothése du continu : si 2% = x alors il faut
que cf(x) > Ry. Il s’agit en fait essentiellement de la seule obstruction que 1’'on puisse démontrer dans ZFC,
mais démontrer ce fait est largement hors de notre portée dans ce cours.

Notes bibliographiques.
Encore une fois, ce chapitre reprend pour l'essentiel, avec plus de détails, les notes du cours de M2 « théo-
rie descriptive des groupes ». Le lecteur intéressé est de nouveau invité a consulter [ ] s’il cherche une
présentation intuitive de la théorie, et [ Jou]| ] pour une présentation plus formelle. Le lecteur an-
glophobe souhaitant se documenter sur les cardinaux pourra consulter avec profit la traduction frangaise du
livre de Kuratowski sus-cité ou le livre de Jean-Louis Krivine [ ].

Enfin, comme source bibliographique et comme référence concernant les résultats plus récents de théorie
des ensembles (forcing, etc.), le lecteur est invité a consulter [ ]
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Chapitre 5

Filtres et ultrafiltres

Dans ce chapitre, on va présenter quelques résultats élémentaires concernant les filtres et ultrafiltres, qui
sont des objets centraux de la théorie des ensembles modernes et sont aussi utilisés aujourd’hui dans diverses
branches des mathématiques: théorie des modéles bien stir, mais aussi topologie, algébres de von Neumann,
systémes dynamiques, géométrie des espaces de Banach...

5.1 Définitions, premieres propriétés

Définition 5.1.1. Soit X un ensemble. Un filtre sur X est une famille 7 C P(X) vérifiant les propriétés sui-
vantes:

(i) Ac FetBe F=ANBe F;
(ii) A« FetBOD A= BeF,;
(ili) @ & F.
Exemple. — L'exemple le plus simple de filtre sur X est {X}; I'exemple suivant est & peine moins ininté-
ressant: pour tout x € X, 'ensemble Fy = {A: x € A} est un filtre. En fait, pour toute partie non vide
S C X, 'ensemble des parties qui contiennent S est un filtre; on appelle un tel filtre un filtre principal.

Quand X est fini, tout filtre est principal (pourquoi?)
— Quand X est infini on a un exemple plus intéressant: I’ensemble

F ={A C X: le complémentaire de A est fini}

est un filtre sur X , appelé filtre de Fréchet sur X. C’est un filtre non principal.
L’exercice suivant explique pourquoi on n’est pas vraiment intéressé par les filtres sur des ensemb]es finis.

Exercice 5.1.2. Soit F un filtre contenant une partie finie A. Alors F est principal.

Définition 5.1.3. On dit qu’une famille A C P(X) est une base de filtre si toutes les intersections finies d’élé-
ments de A sont non vides.

Proposition 5.1.4. Pour toute base de filtre A, il existe un filtre contenant A; le plus petit tel filtre est défini par
n
F = {B C X:3Aq,..., Ay € Atg.BD ﬂAi}.
i=1

Démonstration. Soit A une base de filtre; il est clair que l'ensemble F défini ci-dessus contient A et que tout
filtre contenant A doit contenir F, donc il nous suffit de prouver que F est bien un filtre.

On voit tout de suite que F satisfait les points 1 et 2 de la définition d’un filtre; d’autre part, comme toute
intersection finie d’éléments de A est non vide, on voit que @ ¢ F et donc F est bien un filtre. O

L’exemple suivant est trés important en théorie des modéles, en particulier si I’'on souhaite démontrer le
théoréme de compacité en utilisant des filtres.
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Exemple. Soit I un ensemble infini, et X 'ensemble des parties finies de I'. Alors la famille des parties B de
la forme {A € X: A D F}, ou F est une partie finie non vide de X, est une base de filtre sur X. En effet, une
intersection finie d’élements de B est de la forme

{A€eX:ADFet...etADFE,},

oll les F; sont des parties finies de X. Cet ensemble peut aussi s’écrire

n
{AEX:ADUF,},

i=1

et ce dernier ensemble est non vide puisque la réunion des F; est un ensemble fini.
Notons que le filtre engendré par B est non principal (parce que I est infini!).

Définition 5.1.5. Un filtre maximal s’appelle un ultrafiltre.

On vérifie facilement que 'ensemble des filtres contenant un filtre donné, ordonné par l'inclusion, est un
ensemble ordonné inductif. Par conséquent, le lemme de Zorn garantit qu’il existe des ultrafiltres contenant
tout filtre donné; cet axiome, appelé axiome de I'ultrafiltre, est une forme faible d’axiome du choix.

Notons en tous les cas que, en présence de I'axiome de l'ultrafiltre, il existe des ultrafiltres non principaux
sur tout ensemble infini X, puisqu’il existe des ultrafiltres contenant le filtre de Fréchet sur X.

Proposition 5.1.6. Un filtre F est un ultrafiltre si, et seulement si, pour tout A € Xona A€ Fou XN A€ F.

Démonstration. Supposons que JF soit un filtre et qu’il existe A C X tel que ni A ni X \ A n’appartiennent a F.
Alors on va montrer que G = F U { A} est une base de filtre, ce qui garantira 1’existence d’un filtre contenant
strictement F et montrera donc que F n’est pas un ultrafiltre.

Soit donc By, ..., B, € F; on doit montrer que By N ... N B, N A ne peut étre vide. Raisonnons par 1’absurde:
si cette intersection est vide, alors By N...N B, C X \ A, ce qui montre que X \ A € F et cela contredit notre
hypothese. Donc G est bien une base de filtre et 7 n’est pas un ultrafiltre.

Réciproquement, supposons que F soit un filtre qui ne soit pas un ultrafiltre. Alors il existe un filtre G conte-
nant strictement J'; considérons A € G ~\. F. On ne peut avoir X \ A € G puisque G est un filtre, a fortiori il
est impossible que X \ A € F et doncni A ni X \ A n’appartiennent a F. g

Exercice 5.1.7. Soit U un ultrafiltre sur X. Montrer que soit ¢/ contient le filtre de Fréchet sur X, soit U/ est
principal.

En topologie, les ultrafiltres peuvent étre utilisés pour généraliser la notion de convergence de suite; le lec-
teur intéressé est invité & consulter les feuilles de TD des années précédentes pour des exercices sur la question.

Avec l'axiome du choix, on sait qu'il existe des ultrafiltres non principaux sur tout ensemble infini; mais
certaines propriétés combinatoires de ces ultrafiltres sont elles-mémes indépendantes de ZFC! Discutons un
exemple, important pour les théoriciens des ensembles contemporains, avant de passer a la théorie des mo-
deles. Cet exemple nous sert surtout de prétexte a manipuler un peu des ordinaux, des cardinaux, et des filtres,
et donner I'idée que la théorie des ensembles modernes est en grande partie une forme de combinatoire infinie.

5.2 Utilisation des filtres en topologie

On va expliquer pourquoi les filtres et ultrafiltres peuvent étre utiles en topologie; la justification de I'intro-
duction des filtres dans ce contexte est que dans certains espaces les points n’ont pas de base dénombrable de
voisinages, et alors on ne peut plus se contenter d’utiliser des suites pour caractériser les notions habituelles de
topologie (fonctions continues, ensembles fermés, etc.). Pourtant il est agréable de raisonner séquentiellement;
on peut alors utiliser des suites généralisées, comme le font généralement les anglo-saxons, ou bien des filtres.
Voyons comment fonctionne cette deuxieme approche.

Commengons par remarquer que, si X est un espace topologique et x € X alors la famille des voisinages
de x, notée Vy, forme un filtre. Ce filtre est 'analogue dans le contexte des espaces topologiques du filtre Fy
défini plus haut.

i. Savez-vous calculer le cardinal de X en fonction de celui de I?
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Définition 5.2.1. Soit X un espace topologique, F un filtre sur X et x € X. On dit que F converge vers x si F
contient le filtre Vy des voisinages de x.

Exercice 5.2.2. Soit X un espace topologique. Montrer que X est séparé si, et seulement si, tout filtre convergent
sur X a une limite unique.

Si l'on veut pouvoir utiliser nos filtres pour faire de la topologie, il faut qu’on comprenne ce qui arrive a
un filtre quand on lui applique une fonction f. Si ’on considére simplement I’ensemble des images par f des
parties contenues dans notre filtre, on n’obtient en général pas un filtre, tout bétement parce que f n’est a priori
pas surjective! Par contre on obtient bien une base de filtre.

Définition 5.2.3. Soit X,Y deux ensembles, F un filtre sur X et f: X — Y une fonction. Alors {B C Y: JA €
F B = f(A)} est une base de filtre, et on appelle filtre image de F par f le filtre engendré par cette base de
filtre.

Notons que A appartient au filtre image de F par f si, et seulement si, f ' (A) appartient a F.

On laisse en exercice le fait de prouver que la famille introduite ci-dessus est bien une base de filtre.
Proposition 5.2.4. Le filtre image d'un ultrafiltre sur X est un ultrafiltre sur Y.

Démonstration. Soit X,Y deux ensembles, f: X — Y une fonction et ¢/ un ultrafiltre sur X. On sait que (i)
est un filtre. Pour prouver qu'il s’agit en fait d’un ultrafiltre, fixons une partie A de Y dont on suppose qu’elle
n’appartient pas a f (). Alors on sait que f~1(A) n’appartient pas a U, par conséquent X \ f 1(A) € U et
donc f~1(Y . A) = X\ f71(A) appartient a U. Ceci montre bien que Y \. A appartienta f(U), et donc f(U)
est un ultrafiltre. O

La proposition ci-dessous explique comment les notions que nous avons introduites permettent de carac-
tériser les fonctions continues.

Proposition 5.2.5. Soit X, Y deux espaces topologiques, x € X et f: X — Y une fonction.
Alors f est continue en x si, et seulement si, f(F) converge vers f(x) pour tout filtre F qui converge vers x.

Démonstration. Commencons par supposer f continue en x, et considérons un filtre 7 qui converge vers x.
Soit V un voisinage de f(x). Comme f est continue en x, f~!(V) est un voisinage de x, par conséquent
f~Y(V) € F puisque F raffine le filtre des voisinages de x, et donc V € f(F). Ainsi, f(F) converge vers f(x).
Intéressons-nous maintenant & la réciproque: soit V un ouvert contenant f(x), et V le filtre des voisinages
de x. On sait que f(V) converge vers f(x), par conséquent V € f(V), ce qui signifie que f~1(V) € V, et
donc f~1(V) est un voisinage de x. Autrement dit, il existe un ouvert U contenant x et contenu dans f~1(V),
c’est-a-dire un ouvert U tel que f(U) C V, et on vient de prouver que f est continue en x. g

Continuons a avancer vers une preuve du théoreme de Tychonoff; pour cela il nous faut comprendre la
convergence des filtres dans les espaces produits. Rappelons que la topologie produit sur Y = J]X; est la
topologie la moins fine rendant toutes les projections 7r;: Y — X; continues; une base d’ouverts pour cette
topologie est donnée par les ensembles de la forme

{(xi) ey: V] S ]x] S U]}

oi1 ] est une partie finie de I et chaque U; est ouvert dans X;. Il est alors facile de voir qu'une suite (y, ) converge
dans Y si, et seulement si, chaque 71;(y,) converge. La proposition suivante généralise ce fait aux filtres.

Proposition 5.2.6. Soit (X;);c; une famille d’espaces topologiques, et X = [ X; muni de la topologie produit. Un filtre
F sur X est convergent si, et seulement si, chacun des filtres image 7t;(F) est convergent.

Démonstration. Notons déja que, puisque chaque projection 77;: X — X; est continue, on sait que 77;(F) est
convergent des que F l'est. Nous n’avons donc qu’une implication & démontrer.

Supposons maintenant que F est un filtre sur X tel que chaque 71;(F) converge vers x; € X;. On va montrer
que F converge vers x = (x;);c;. Pour cela, fixons un voisinage de x, dont on peut supposer qu'il est de la
forme

U={yeX:Vje]my) el},

31



ot | C I est un ensemble fini et chaque U; est un ouvert de X; qui contient x;.

Par hypotheése, on sait que chaque 77;(F) converge vers x;; en particulier, pour tout j € ] on doit avoir U; €
7tj(F), c’est-a-dire qu'il existe V; € F tel que 7;(V;) C U;. Introduisons V' = Njc;V;; comme F est un filtre on
sait que V € F, et de plus on a pour tout j € | que

m(V) € m(V) C U

Ceci prouve que V C U, et donc U € F. On vient donc de prouver que tout voisinage de x appartient a F, i.e
que F converge vers X. O

Notons pour plus tard une caractérisation tres utile de la convergence des ultrafiltres.

Proposition 5.2.7. Soit X un espace topologique, U un ultrafiltre sur X et x € X. Alors U converge vers x si, et
seulement si,
x €A avec A={ACX: AclUetAest fermé} .

Démonstration. Commencons par supposer que U converge vers x € X. Alors x appartient a A pour tout
A € U, et onn’a donc essentiellement rien a prouver.

Réciproquement, supposons que x appartienne a l'intersection des éléments de I/ qui sont fermés dans X, et
fixons un ouvert V contenant x.

On veut montrer que V appartient a I{. Si ce n’est pas le cas, on sait que X \ V doit appartenir a I/, puisque U
est un ultrafiltre. Comme X . V est fermé, on aboutit a une contradiction.

Encore un dernier effort pour arriver au théoréme de Tychonoff: cette fois-ci il nous faut exprimer un critere
de compacité en termes de filtre. Ce critere n’est valide qu’en présence de 1’axiome du choix.

Proposition 5.2.8. Soit X un espace topologique séparé. Alors X est compact si, et seulement si, tout ultrafiltre sur X
est convergent.

Démonstration. Supposons tout d’abord que X n’est pas compact, et considérons un recouvrement (O;) de X
par des ouverts qui ne contienne pas de sous-recouvrement fini. Alors la famille formée par les complémen-
taires des O; est une base de filtre, et cette famille se trouve donc contenue (modulo 1’axiome du choix) dans
un ultrafiltre U. Cet ultrafiltre ne peut converger vers aucun x € X: en effet, pour tout x € X ona x € O; pour
aumoins un i € I, et comme O; € U on voit que pour tout x € X il existe un voisinage de x qui n’appartient
pas a U, et donc U ne converge pas vers x.

Réciproquement, supposons X compact, et considérons un ultrafiltre ¢/ sur X. Alors la famille formée par les
élements de U qui sont fermés dans X a la propriété d’intersections finies non vides (puisque U/ est un filtre),
et donc a une intersection non vide. Fixons x dans cette intersection; la proposition 5.2.7 dit exactement que &/
converge vers X. 0

A vous maintenant de recoller les morceaux et de vous convaincre qu’on a bien tous les outils en main pour
établir " le théoreme de Tychonoff, dont I’énoncé est rappelé ci-dessous.

Théoreme 5.2.9. Soit (X;);c une famille d’espaces topologiques non vides, et X = [] X; muni de la topologie produit.
Alors X est compact si, et seulement si, chacun des X; est compact.

Notons qu’en fait le théoreme de Tychonoff pour une famille d’espaces topologiques séparés X; se trouve
étre (un peu) plus faible que 1’axiome du choix.

5.3 Un exemple combinatoire: les ultrafiltres de Ramsey

Définition 5.3.1. Un ultrafiltre F sur w, non principal, est un ultrafiltre de Ramsey si, pour toute partition
{An: n < w} de w en Ry morceaux tels que A, ¢ F pour tout 7, il existe X € F tel que |X N A,| < 1 pour
tout n .

ii. Avecl’axiome du choix!
iii. On peut remplacer, sans changer la notion, cette condition par | X N A,| = 1 pour tout #; pourquoi?
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On dira qu’un filtre (éventuellement principal) a la propriété de Ramsey s’il satisfait la seconde condition de
la définition d’un ultrafiltre de Ramsey. Notons que, si 7 C G sont deux filtres et F a la propriété de Ramsey,
alors G a aussi la propriété de Ramsey.

Cette notion semble arbitraire; il se trouve pourtant que l'existence d’ultrafiltres de Ramsey a des consé-
quences importantes sur la structure des ensembles. On sait aujourd’hui que l'existence d’ultrafiltres de Ram-
sey est indépendante de ZFC. C’est par contre une conséquence (dans ZFC) de 'hypothese du continu, comme
le montre le théoreme suivant.

Théoréme 5.3.2. Si 280 = Ny alors il existe un ultrafiltre de Ramsey.
Avant de prouver ce théoréme, établissons un lemme simple.
Lemme 5.3.3. Iy a 20 partitions de w en No morceaux.

Preuve. Il n’existe que R parties finies dans w, par conséquent il y a 280 parties de w infinies et de complé-
mentaire infini. Pour toute telle partie A, on obtient une partition P(A) = {B,} de w obtenue en énumérant
le complémentaire de A sous la forme {b;: 1 < i < w} eten posant By = A, B; = {b;} pour1 < i < w.
L'application A +— P(A) est injective (on retrouve A dans P(A) comme le seul morceau infini de P(A)), par
conséquent il y a au moins 20 partitions de w en Ry morceaux.

Pour voir I'inégalité réciproque, notons que 'ensemble des partitions de w en Xy morceaux s’injecte naturelle-
ment dans P (w)™0, qui est de cardinal (2%0)R0 = 28o-Ro = 2%, O

Preuve du théoreme 5.3.2.
Gi 2% = Ny, alors on peut énumérer les partitions de w en ¥y morceaux comme une suite (Aa),%@;1 indexée
par wy.
Construisons maintenant par récurrence une suite indexée par w; de sous-ensembles infinis de w: on part
de Xy = w. Supposons maintenant X construit pour tout f < a.
— Sia = B+ 1, deux cas sont possibles: si Xﬁ est d’intersection non vide avec une infinité d’éléments A
de la partition .A,, on peut choisir X, infini, contenu dans Xj, et qui soit tel que | X N A| < 1 pour tout
A € A,. Sinon, c’est que X p est contenu dans la réunion d’un nombre fini d’éléments de A,, et on peut
choisir X, infini, contenu dans Xp, et tel que Xp C A pour un certain A € Ay. Pour nous simplifier la
vie par la suite, on s’assure aussi que pour touti < wonai ¢ X;.
— Si a est limite, alors on choisit X, de telle facon que X, \ Xp soit fini pour tout < a. Le fait qu’il est
bien possible de faire ¢a sera justifié par le lemme 5.3.5 a la fin de la preuve.

Montrons que la famille {X,: & < w;} est une base de filtre: en effet, si on considere Xy, ..., Xy, et qu'on
fixe un ordinal limite dénombrable qui majore strictement &1, . . ., ,; alors on sait par construction que X, \ Xy,
est fini pour touti € {1,...,n}; par conséquent X, \ (NXy,) est fini et, comme X, est infini, ceci prouve que
MXj, est infini (donc non vide!). En fait, le raisonnement précédent nous donne un meilleur résultat.

Lemme 5.3.4. Pour tout a < B < wy, Xpg \ Xy est fini.

Preuve du Lemme 5.3.4.

On raisonne par récurrence transfinie: on va prouver que pour tout § la propriété « pour tout & < , Xg \ Xy
est fini » est vraie.

Cette propriété est trivialement vraie pour § = 0. Si elle est vraie au rang f, elle est vraie aussi au rang f + 1,
puisque Xp 1 C Xp. Il nous reste simplement a vérifier notre propriété aux ordinaux limites. Soit donc f un
ordinal limite, et « < B. Alors Xp a été construit de telle facon que Xz . X, soit fini, ce qui conclut la preuve
du lemme. O

Appelons maintenant F le filtre engendré par la famille { X, : « < wj }; ona vu qu’il ne contient que des parties
infinies, et il est facile de voir qu'il a la propriété de Ramsey: si on a une partition de w en ¥y morceaux, cette
partition apparait sous la forme .4, pour un certain ordinal successeur « ; si aucun élément de F n’appartient a
la partition, c’est qu’en particulier X, 1 n’est inclus dans aucun élément de cette partition. Notre construction
nous dit alors qu’on a choisi X, 11 de telle fagon que | X, N A| < 1 pour tout A € A. Comme X, 1 € F,ona
bien montré que F a la propriété de Ramsey.

Notons également que F ne peut, par construction, pas étre contenu dans un filtre principal. Pour cela, il
suffit de prouver que pour toute partie A C w il existe un élément de F qui ne contient pas A.
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Si |A| > 2, on partitionne A en morceaux finis A; tels que Ay est de cardinal > 2, et on étend cette partition
en une partition de w en Ny morceaux finis. Aucun des éléments de la partition ne peut appartenir a F, ce qui
nous donne, puisque F a la propriété de Ramsey, l'existence de X € F tel que |X N Ap| < 1, en particulier X
ne contient pas A.

Il nous reste a voir qu’il ne peut pas exister un entier n < w tel que tous les X, contiennent n. Mais le début de
notre construction a justement garanti que i ¢ X;.

Finalement, on a donc construit un filtre 7 qui a la propriété de Ramsey et n’est contenu dans aucun
filtre principal; tout ultrafiltre le contenant est un ultrafiltre de Ramsey, ce qui conclut la preuve, modulo la
justification du fait que notre construction peut effectivement étre menée a bien aux ordinaux limites. Cette
justification se base sur le fait suivant, souvent utilisé en combinatoire infinie.

Lemme 5.3.5. Soit {Y;}ie; € P(w) une famille dénombrable de sous-ensembles de w tels que Njcy Y; soit infini pour
toute partie finie | C I. Alors il existe une partie Y C w infinie et telle que Y \.'Y; soit fini pour tout i.

Comment appliquer ce lemme pour mener a bien notre construction? Eh bien, si « est dénombrable, limite
et qu'on a construit Xg pour tout f < a en respectant les propriétés imposées par notre construction, alors
pour tout f < 7 < & on sait (en reprenant le raisonnement du Lemme 5.3.4) que X, \ X est fini. Mais pour
tout ensemble fini d’ordinaux B, ..., Bn < &, sion pose p = max{B;: i =1,...,n} alors la construction assure
que

n n

XIS N <ﬂ Xﬁz) = U (Xﬁ ~N Xﬁz) est fini .
i=1 i=1

Puisque Xz est infini, ceci impose bien que (iL; Xg, est infini. En appliquant le lemme 5.3.5 a la famille

{Xp}p<a, on obtient donc une partie Y telle que Y . X est fini pour tout 8 < &, et on peut finalement poser

Xp( - Y.

Preuve du Lemme 5.3.5. '

On peut bien sfir supposer que I = w et alors, quitte a remplacer chaque Y; par ﬂ;:l Yj, supposer que la suite

(Y;) est une suite décroissante d’ensembles infinis. Comme les Y; sont infinis, on peut construire une suite

strictement croissante (y;);-, telle que y; € Y; pour tout i, et Y = {y; },~, satisfait les conditions du lemme.
Ceci conclut la preuve du lemme, qui était tout ce qu’il nous manquait pour finir de justifier I'existence

d’un ultrafiltre de Ramsey dans un univers ot les axiomes de ZFC et 'hypothése du continu sont vrais. O
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