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Théorie des ensembles
Feuille 3.

Exercice 1 (Cardinaux de Hartogs). Soit a un ordinal. On dit que « est un cardinal si aucun

ordinal strictement inférieur & o n’est équipotent a a.

— Vérifier que tous les ordinaux finis sont des cardinaux.

— Soit X un ensemble. Montrer qu’il existe un ordinal qui n’est équipotent a aucune partie de
X.

— Soit X un ensemble et soit « le plus petit ordinal non équipotent & une partie de X. Montrer
que « est un cardinal. On 'appelle le cardinal de Hartogs de X.

Exercice 2. Montrer qu’il existe un ordinal « tel que oo = N,,.

Exercice 3.
1. Trouver des suites de cardinaux (x;) et (\;) telles que k; < \; pour tout i mais »_ k; =
>
2. Trouver une suite de cardinaux non nuls (k;) (avec I infini) telle que > k; =[] ;.
+o0
3. Calculer Hz (comme produit de cardinaur).
i=1
Exercice 4.
1. Soit kK un cardinal infini. Montrer que " = 2.
2. Montrer que H R, = R¥%

new

Exercice 5. Un ordre total < sur I’ensemble X est discret si pour toute paire r < y dans
X il existe 2/,y € X tels que x < 2’ et ¥y < y tels que pour tout z € X, si x < z < y alors
¥ <z<y.

1. Montrer qu’a isomorphisme prés il existe 2% ordres totaux denombrables.

2. Montrer qu’a isomorphisme prés il existe 2% ordres discrets.
Exercice 6. On rappelle que la cofinalité d’un ordinal « est définie comme le plus petit
ordinal § pour lequel il existe une fonction f: f — « strictement croissante et d’image non

majorée dans a. On dit qu’un cardinal est régulier si pour toute partie X C x de cardinal
strictement inférieur & x on a sup(X) < k.

1. Montrer que cof(«) est le plus petit ordinal 7 tel qu’il existe une fonction f: v — « dont
I'image ne soit pas strictement majorée.

2. Montrer que, pour tout ordinal «, cof(«) est un cardinal.



3. Montrer que cof(cof(a)) = cof(cr) pour tout ordinal a.

4. Montrer qu'un cardinal A infini est régulier si et seulement si cof(\) = A.

Exercice 7.

1. Montrer qu'un cardinal s est régulier si, et seulement si, pour tout A < x et toute famille
(Xa)aer d’ensembles tels que | X, | < k pour tout o < A\, on a |U X,| < k.

2. Soit k un cardinal ; montrer que cof(x) est le plus petit ordinal 7 tel que « soit la réunion
de v ensembles de cardinal strictement inférieur a «.

3. On appelle faiblement inaccessible un cardinal non dénombrable & la fois limite et régu-
lier. Montrer qu’un tel cardinal o doit vérifier a = X,,. La réciproque est-elle vraie ?
Exercice 8.

1. Soit k un cardinal infini et A\ < cof(x). Montrer que toute fonction croissante f: K — A
est constante sur un segment final de k.

2. Soit k un cardinal infini et A un cardinal non nul. Montrer que (/{*))‘ = kT.k

3. Soit n un entier et A\ un cardinal non nul. Montrer que R} = §,,.2*.



